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Repaso de fas principios elememales 


La cantidad de movimiento p de la particula es, por defimcion, el producto de su mass 
por su velocidad: 


p - tm. 



A consecuencia de in terac clones con campos y objetos exteriores, la particula puede ex- 
perimentar fuerzas de di versos tipos* p, ej,, gravitatorias o e !ec trod mam icas; )a sum a 
vectorial de las fuerzas que se ejercen sobre la particula es la fiierza resilltante F* La 
Mecanica de la particula esta regida por la Segunda Ley de Newton del Movimiento, la 
eual establece que exiten sistemas de referencia en los cuales el movimiento de la par- 
ticula esta descrito por la ecuacion diferencial 



0 3) 


o sea 



(1 4] 


En la mayoria de los casos* la masa de la particula es constants y la ecuacion (1-3) se 
reduce a 


d\ 

F = m- — ntSL, 
dt 


donde a es el vector aceleracion de la particula definido por 


a = 



H 5) 


( 1 - 6 } 


La ecuacion del movimiento es, pues, una ecuacion diferencial de segundo orders supo- 
niendo que F no dependa de derivadas de orden superior, 

Todo sistema de referenda en el cual sea valid a la ecuacion (L-3) se denomina sistema 
inercial o de Galileo. Induso en Mecanica clasica, la noci6n de sistema inercial es una 
idealizacion, Sin embargo, en la practica suele ser posible estabiecer un sistema de coor- 
denadas que se aproxime cuaitto queramos a las propiedades deseadas. Para muchos 
fines, un sistema de referenda solidario a la Tierra (el «sistema del laboratories) cons- 
tituye una aproximadon suficiente a un sistema inercial, mientras que para ciertos fines 
astronomicos puede ser necesario construir un sistema inercial por referencia a las 
galaxias mas lejanas. 

Muchas conclusiones importantes de la Mecanica se pueden expresar en forma de 
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teoremas de conservaeion que indican en que condiciones se mantienen constantes en eJ 
tiempo diversas magnitudes mecanicas. La ecuacion( 1 -1) nos da directamente el primero 
de etlos, el 

Teorema de conservactdn de la cantidad de movimiento de una partlcula; St lafuerza 
resultants, F, es nula, sera p = 0 y se conservard la cantidad de movimiento p 

El memento cinetico de la particuta respecto a un punto 0 se representa por L y es, por 
definicion. 


L = r x p, 


|l-7i 


donde r es el vector de posicidn que va de 0 a la particula. Observemos que el orden de los 
factores es important®. Definimos ahora el momenta de una fuerza respecto a un punto 0 
en la forma 


N^rxF. (1-8) 

La ecuacion analogs a la (1-3) para N se obtiene formando el product© vectorial de r por la 
ectiacidn (1-4): 


r x 



N — r x — (mv) ( 
at 


11-9) 


La ecuacion (1-9) se puede escribir de otra forma, utilizando la identidad vectorial: 


— (r x mv) = v x m\ -f r x (wv), (l 10) 

at dt 

en donde, evidentemente, se ami la el primer term mo del segundo miembro. A consecuen- 
cia de esta identidad, h ecuacidn (1-9) toma la forma 



d L 

x mr) “ 

dt 


( 1 - 11 ) 


Notemos que tanto N como L dependen del punto O respecto al cual se toman los mo- 
mentos. 

Al igua! que sucedia con la ecuacion (1-3), la ecuaccion (1-11) para el momento da 
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Repast) de fos princtpios eiementafes 


tambien tin teorema de conservation inmediato que es esta vez el 

Teorema de conservation del momenta tinetico de una particular Si el momenta resul- 
tante N es nulo t sera L ™ Q, y se conserva el momenta tinetico. 

Consideremos ahora el trabajo efectuado por la fuerza exterior F sobre la parti oil a 
cuando esta v a del punto I al punto 2. For de fin i cion, este trabajo es 



( 1 - 12 ) 


Si la masa es eoristante (como supondremos de ahora en adelante* a menos que se espe- 
cifique lo contrario)* la Integral de la ecnacibn {1-12) se reduce a 


F*ds — m 





d\ t m 
— * vat = — 
dt 2 



) c/r. 


y pgr tanto 



(1 1 ?) 


La magnitud escalar mvi/2 es la llamada energta cinetica de la parttcula y se representa 
por T y con lo que el trabajo efectuado es igual a la variacion de energta cinetica: 

H 'i: = T 2~ T \- (1 14) 

Cuando el campo de fuerzas sea tat que el trabajo W n sea el mismo para todo camino 
posible que una los puntos 1 y 2, diremos que la fuerza (y el si stem a) es conservaiiva. Gtra 
descripcibn de sistema conservative se obtiene imaginando que se lleva la pardcula del 
punto 1 al punto 2 por un camino posible y luego regresa al punto ! pot otro camino. La 
independencia de W n del camino particular seguido impliea que el trabajo efectuado a lo 
largo del circuito cerrado men cion ado sea nulo, es decir: 


(p F >ds = 0. 


(I 15) 


Desde un punto de vista fTsico, queda claro que un sistema no podra ser conservativo 
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euando existan en el rozanuentos u otras fuerzas disipativas, porque el product© F * d& 
debido al rozamiento es siempre negative y no podra antt terse la integral* 

Seglin uii conoctdoteoremade Analysis vectorial,* para que W l2 sea independiente del 
carnino fisico seguido por la particula es condicion necesaria y suficiente que F sea el gra¬ 
dients de una cierta funcion escalar de la posici6n: 

F=-VF(r), 0-16) 

donde V recibe el nombre de potential, o energia potential La existence a de V puede 
inferirse intuitivamente medtente un razonamiento sencillo. Si W 12 es independiente del 
camino de integration entre los extremos I y 2 , se podria considerar que W n es te 
variation de una magnitud que solo depends de la position de los puntos extremes. Esta 
magnitud 1a podemos representar por — V , con lo que para un element© de camino tenr- 
dremos la relacidn 


F-*= -dv 


o sea 




*, •y 

OS 


que es equivalents a la ecuacion (1-16) T Observemos que, en la ecuacion 1-16, podemos 
sumar a V una cantidad cualqutera constants en el espacio, sin que quede afectado el 
resultado. Por tanto, el nivel cero de V es arhitrario. 


En el caso de un sisiema conservativo, el trabajo efectuado por las fuerzas es 





Combinando la ecuacion (1-17) con la (1-14) tenemos 


T t + V, = T 2 + V 2 , 


(1-17* 




* Vcase, p. ej, f W. Kaplan, Advanced Calculus, 2 * ed (Reading Massachusetts; Addison-Wes ley, 
1973), p. 311, p. 347. 
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que expresa en simbolos d 


Teorema de comervacidn de la energia de unaparticula: Si lasfuerzas que actuan sohre 
una particula son conservatives, se conservard la energia total T + V de la particula. 


La fuerza aplicada a una particula puede venir dada, m determinadas circunstaneias, 
por el gradleute de una funcidn escalarque depends explieitamente de la posicios de La 
particula y del tiempo* No obstante, el trabajo efectuado sobre la particula euando reeorre 
una distancia ds. 


„ , cV s 
F *ds — - — ds , 
cs 


ya no sera La variacidn total de —V durante el corrimiento, puesto que V tambien van a 
explieitamente con el tiempo at moverse la particula. Luego el trabajo efectuado cuando la 
particula va del punto 1 al punto 2 ya no sera la diferencia entre los valores de la funcion V 
en dicfios puntos, Aun cuando podamos definir una energia total T + V, no se conserva en 
el curso del movimiento de la particula. 


12 MECANICA DE UN SI STEM A DE PARTICULAS 

Al generalizar a si stem as de muchas particulas las ideas del apanado anterior, deberemos 
distinguir entre juerzas exteriores que se ejercen sobre las parti culas por parte de fuentes 
de fuera del sistema y juerzas interiores sobre, p. ej., la particula i debidas a las demas 
parUculas del sistema. A si, la ecuacibn del movimiento (Segund a ley de Newton) para la 
particula /-esima se escribira 


IF, + FJ«* = p f , {1 19) 


donde representa la fuerza exterior y I^es la fuerza interior que la particula >6sima 
ejerce sobre la particula f-esima (naturalmente, F fi es nula). Supondremos que (come 
F^) cumplen la tercera ley de Newton del movimiento en su forma original: que las filer- 
zas que se ejercen entre si dos particulas son iguales y opuestas, Esta hipotesis (que no es 
valida para todos los tipos de fuerzas) se denomina a veces ley dibit de accion y reaceion. 

Sumando las ecuaciones {1-19) para todas las particulas, se tiene 



i <r +1 *> 


t) 

i 


11-201 


>j&pyrighted materia 
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La derivada temporal del momenta cinetico resultante es. pues* igual al memento resuL 
tante de las fuerzas exteriores respecto al punto dado. A la ecuacion {1-26} corres- 
ponde el 

Teorema de conservacion del momenta cinetico resultante: L sera const ante en el t tempo 
ciiando el momenta resultante aplicado (de las fuenas exteriores) sea milo. 

(Quiza valga la pena recalcar que se trata de un teorema rectorial, es decir, L z se con- 
servara si es nulo atin cuando no lo sean A 1 / 1 y 

Notemos que la conservacion de la cantidad de moviniienio en ausencia de fuerzas 
aplicadas supone que la ley debil de accion v reaccion es valida para las fuerzas inte- 
riores. La conservacion del memento cinetico resultante del sistema en ausencia de pares 
aplicados exige la validez de la ley fuerte de accion y reaccion —que las fuerzas mteriores 
scan, ademas, centrales . Muchas fuerzas fisicas conocidas, tales como las de la grave- 
dad. satisfacen la ley fuerte, Pero se pueden eneontrar fuerzas para las cuales accion y 
reaccion son iguates aim cuando las fUerzas no scan centrales (v. mas adelante), En un 
sistema en el cual haya cargas en movtmiento, las fuerzas entre cargas predichas por la 
ley de Biot-Savart pueden vulnerar las dos formas dt la ley de accion y reaccion,* En tales 



FIGUEU 12 

El vector r- emre las paruoilas /-esima y y-esima. 

casos no son apiicables las ecuaciones (1-23) y (1 -26) y $us correspondientes teoremas de 
conservacion, al menos en la forma que los hemos dado. Usualmente sera posible hallar 


* Si dos cargas se mueven uni forme me me con vectores vdocidad paralelos que no scan perpen- 
dicul&res a La recta que ure las cargas, las fuerzas mutuas seran iguales y opuestas pero no estaran 
soportadas por cl vector entre las cargas. Consideremos. ademas, dos cargas que sc muevan (mstan- 
taneamente) de manera que una sc dirija hacia la otra la cual, a su vez, se mueve pcrpcndiculannente 
a la primera. Entonces. la segunda ejercc sobre la primera una fuerza no mil a, sin experimemar fuerza 
de reaccion alguna. 
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alguna generalizacion de P o L que se conserve. Asu en un sistema aisiado de cargas en 
movimiento, lo que se conserva es la sum a del momento cinetico mecanieo y el « momento 
cinedco» electromagnetico del campo. 

La ecuacion (1-23) dice que la cantidad de movimiento resultants del sistema es la 
misma que se tendria si se concentrara toda la mas a del sistema en el centra de mas a y se 
movtera con este. El teorema analogo para el momento cinetico es mas compiicado. Con 
el origen O como punto de referenda, el momento cinetico resultante del sistema es 


L = £r, x P,.. 

t 


Sea Rel vector de posicion del centro de masa respecto a O y sea i< el vector de posicion de 
la particula j'-esima respecto al centro de masa, Tendremos entonces (v. fig. 1-3) 


y 


donde 


r. = r ■ + R 

Vj - vl + v, 

dR 


(1-27) 


es la veiocidad del centro de masa relativa aOy 


v 


di 1 

It 


es la velocidad de la particula /-esima relativa al centro de masa del sistema. Utilizando la 
ecuacion {1-27}, el momento cinetico resultante toma la forma 


L ~ ^ R X m i y + X r i X m i y i * 

i i 

Los dos ultimos terminos de esta expresion son milos* ya que ambos contienen el factor 
1 m^ h el cual define el vector de posicion del centra de masa, precisamente en el sistema 
de coordenadas cuyo origen es el centro de masa, por lo que sera un vector nulo. 


I "Vi 
\ / 


X V 


t 


+ «* £x«v; 
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Vectores que tetervienen en el cambio de punto dc re Ferenc La para d momento dnetico, 

Escribiendo los demas terminos en forma adeeuada, el memento cmetico resultante 
respecto a O resulta ser 


L = Rx M\ t V r- x p'. 

i 


ti m 


La ecuacion (1~28) nos dice que el momento cinetico resultante respecto a un punto O es 
igual al momento cmetico del sistema concentrado en su centre de masa* mas el memento 
cindtico del movimiento alrededor del centre de masa* La forma de la ecuacion (1-28) 
hace resaltar que, en general, L depende del origen O a traves del vector R. Solamente si el 
centre de masa esta en reposo respecto a 0 sera el momento cmetico independiente del 
punto de referenda. En este case es nulo el primer termino de( 1-28) y L se reduce siempre 
al momento cinetico tornado respecto al centro de masa. 

Per ultimo, consideremos la ecuacion de la energia, Al igual que en el case de la 
particular caiculamos el trabajo efectuado per todas las fuerzas al mover el sistema de una 
configuracton inicial 1 a una coiifiguradon final 2: 



if 


J, 


F. • ds. = V FY'-tk; + V 








F ;: * ds. 


ft 


<1-29) 


Dc nuevo podemos utilizer las ecuaciones del movimieiUo para reducir las integrates a 



Z f 

i 
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Luego, el trabajo efectuado sigue pudiendose escribir en forma de diferencia entre las 
energias emeticas final e inicial: 



donde T , energja cinetica total del sistema, es 


T 



0-30) 


Ulilizando las transform aciones a las coordenadas del centro de mas a, dadas en la 
ecuacion (1-27), tambien podremos escribir T en la forma 


t = + v;i 


l r i l ^ , 2 d /_ i 

= j I m i c r 2 ^ "Vi + v ' & I m i*< I • 


2 , 


y por la misma razon empleada al caJcuiarel momento cin^tico, el ultimo termino es nulo y 
queda 


T = - Mv 2 + -y in/, 2 . 


(1 -31) 


La energia cinetica, ai igual que el momento cinetico, consta de dos partes: la energia 
cinetica que se obtiene considerando tod a la masa conceit trada en e! centro de mas a, mas la 
energia cinetica del movimiento alrededor del centro de masa. 

Consideremos ahora el segundo miembro de la ecuaci6n( 1-29), En ei caso particular 
de que las fuerzas ex ter lores derive, de un potencial, el primer termino lo podremos 
escribir en la forma 


I 




J I 


'I 

i 





V t Vi'±t = 


-I y, 




donde el subindice i del operador indie a que las derivadas se caleulan re spec to a las 
components de r-* Si las fuerzas interiores son tmbien conservativas, las fuerzas mutuas 
entre las particulas /-esima y /-esima, y F fii podran obtenerse a partir de una funcion 


C opy rig h ted m ateri a I 
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El trabajo total debido a las fuerzas interiores se reduce entonces a 



*«i 

i 


VV. 


dr 


t.i 



i s i 


(\ 35) 


El factor l h aparece ea laecuacidn(1-35) porque al sumar pamambos indices i yj f cada 
miembro de un par dado se incluye dos veces, primero en la suma para i y iuego en la suma 
para j\ 

De estas consideraciones* queda claro que si las fuerzas exteriores e interiores derivan 
ambas de poteneiales, se puede defmir una energia potential total f V del sistema. 


V-lK + j I 


f v / 


n 36) 


tal que se conserva la energia total T + V. Este teorema es el analogs del de conservation 
(1-17) para una sola particula* 

Al segundo termino del segundo miembro de la ecuadon {1-36} sc le llama energia 
potencial interna del sistema. En general, no dene por que ser nulo y, lo que es mas 
important^ puede variar cuando el sistema varia con el tiempo, Soiamente en la clase 
particular de sistemas llamada cuerpos rigidos sera siempre constante el potencial 
interna* Formalmente, podemos defmir el cuerpo rigido diciendo que es tin sistema de 
particulas en el cual las distances r jV son fijas y no pueden variar con el tiempo, En tai 
caso y los vectores sdlo podriui ser perpendieulares a las correspondientes y por 
tanto, a las F r A si plies, en un cuerpo rigido las fuerzas interiores no trabajan y el 
potencial intemo debe mantenerse constante* Como, en todo caso, el potencial total esta 
defmido salvo una constante aditiva, al estudiar el movimiento del sistema podremos 
prescindir por eompleto del potencial intemo si es invariable. 


1-3 LIGADLIRAS 

En los apartados anteriores podriamos haber sacado la impresion de que todos los 
problem as de la Mecanica se reduce n a resolver el sistema de ecu ac tones diferenciales 
(149): 


m 


y, = s-r +1 Fj ( . 


Simplemente, se sustituyen las distintas fuerzas que se ejercen sobre las particulas del 
sistema, se da vueltas a la manivela matematica y salen las respuestas como si fuera cafe 




■ia! 
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al movimiento de la cuenta, la dependencia temporal de la Ligadura entra en la ecuacion de 
la ligadura solamente a traves tie las coordenadas del alambre curvofque ahora son parte 
del sistema de coordenadas), La ligadura global sera, ententes, eselerdnoma,* 

Las ligaduras introducen dos tipos de dificultades en la solucion d e k>$ problem as 
mecanicos, Primero, las coordenadas r i ya no son tod as indepercdienies puesto que estart 
relacionadas por las ecuaciones de ligadura; luego las ecuaciones del movimiento (1-19) 
no ser&n tod as independientes, Segundo, las fuerzas de ligadura, p. ej., la fuerza que el 
alambre ejercc sob re la cuenta (o la pared sobre la parti cula gaseosa) no se da a priori. Se 
cuenta entre las incognitas del problema y debe obtenerse de la solucidn que buscamos, 
Eit verdad, importer ligaduras al sistema no es mis que otro metodo de establecer que hay 
fuerzas presentes en el problema las cuales no se puedeo especificardirectamente sino que 
se conocen en funcirin de su efecto sobre el movimiento del sistema. 

En el caso de ligaduras hoforaomas, la prim era dificultad se resuelve introduciendo 
coordenadas genemlizadas* Hasta ahora hemos estado pensando impheitamente en 
coordenadas cartesianas. Un sistema de N particulas, exento de ligaduras, liene 3A' 
coordenadas independientes o grades de libertad Si ex is ten ligaduras holonomas, 
expresadas por k ecuaciones de la forma (1-3 7} ? podremos utilizar estas para eliminar# de 
las 3 N coordenadas y nos quedaran 3N — k coordenadas independientes y diremos que 
el sistema posee 3A^ — k grados de libertad. Esta elimination de las coordenadas 
dependientes se puede expresar de otra manera, introduciendo — k variables 
independientes nuevas q if q 2f ..., q k en funcion de las cuales. las anriguas coordenadas 
r a , r 2 , r N se expresaran mediante ecuaciones de la forma 

r = f l Ui l * Qjy * * - i ^3 \ 7 - k* l I 


(l 38j 


r v - r s (q ,, q 2 . 

que contienen implieitamente las ligaduras. Estas son ecuaciones de transformation del 
sistema de variables (r a ) al sistema de las (^ t ), o bien podemos considerar que las 
ecuaciones (1-38) son representaciones parametricas de las variables (r,). Se supone 
siempre que tambien podemos pasar del sistema (q t ) al sistema (r,), es dectr, que las 
ecuaciones (1-38) combinadas con las k ecuaciones de ligadura se pueden invertir para 
obtener cualquier q ( en fuacion de la variable (r,) y el tiempo. 

Las coordenadas generalizadas, q y , adtferencia de las cartesianas, nosueien dividirse 


* La terminologia de las ligaduras puede ser muy elaborada (cfr. Kilmister y Reeve, Rational 
Mechanics, New York, American Elsevier, 1966), De delta utihdad es la distincion entre ligaduras 
bi late rales y en las que las ecuaciones de ligadura son igualdades, y unihterales f que contienen 
desigualdades. Esta nomendatura deriva del ejemplo de movimiento Hgado relative a una superflcie. 
En k ligadura bilateral del movimiento sobre una superficie, la fuerza de ligadura puede tener uno y 
otro sentido segiin la normal a la superficie. Una particuk que se mueva sobre la superficie de la 
esfera o por su exterior, esta sometida a una ligadura unilateral en la cuai toda fuerza de ligadura 
actua solamente en el sentido de la normal haeia el exterior. 
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en grupos convenientes de tres que puedan agmparse para formar veetores, Asi, en el caso 
de una particula obligada a mo verse sabre la super fieie de una esfera, los dos angulos que 
expresan la posicibn sobre la esfera, p. ej. s longifud y latitud, seran coordenadas 
general! zadas posibles, O bien, en el ejemplo del pendulo doble que se mueven en un punto 
(dos particuks unidas por una varilla rigida inextensible y suspend!das por otra varilla 
analoga sujeta a una de las particuias), los dos angulos B l y $ 2 (cfr. fig, 1-4) constkuyen 
coordenadas generaiizadas salisfactorias. Las coordenadas generaiizadas, en el sentido 
de coordenadas distintas de las cartesian as, suelen ser utiles en sistemas sin ligaduras, 
Asi, en el problemade la parbcula que se mueve enun campo de fuerzas centrales exterior 
(V = V{r}) no hay ligadura pero es evidentemente mas conveniente utilizar coordenadas 
polares esfericas que coordenadas cartesianas, Sin embargo, no debemos pensar en las 
coordenadas generalizadas en funcibn de coordenadas de posicibnortogonales, Se puede 
fijar cualquier tipo de magnitudes para servir de coordenadas generalizadas. Asi, las 
amplitudes de un desarrollo en serie de Fourier de v j pueden utilizarse como coordenadas 
generalizadas, o podemos encontrar conveniente emplear cantidades con las dimensiones 
de una energia o de un memento cinetico. 

Si la ligadura es no holonoma, no se podran utilizar las ecuadones que expresan la 
ligadura para eliminarlas coordenadas dependientes. Un ejemplo corriente de ligadura no 
holonoma es el de un cuerpo que rueda sin deslizar sobre una superficie rugosa, Las 
coordenadas que se utilizan para describtr el si sterna mcluiran, por lo general, 
coordenadas angulares que especifiquen la orientacion del cuerpo, mas un conjunto de 
coordenadas que describan la posicibn del punto de contacto sobre la superficie. La 
ligadura de «rodadura» relaciona estos dos sistemas de coordenadas; no son independien- 
tes. Un cambio de posicibn del punto de contacto signifiea mevitablemente un cambio de su 
orientacion. Aun asi, no podemos reducir el niimero de coordenadas, ya que la condicibn 
«rodadura» no puede expresarse en forma de ecuacion entre las coordenadas, en la forma 
(1-3 7). Es mis bien una condicibn sobre las velocidades (es decir, el punto de contacto esta 
quieto), condicibn diferencial que puede darse en forma integral solo despues de haber 
re eu el to el problems. 
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FIGURA 1-5 

Disco vertical que rueda sobre un piano horizontal. 

Vamos a ilustrar este caso de manera sendlla. Consideremos un disco que ruede 
sobre el piano horizontal xy obSigado a mo verse de manera que el piano del disco sea 
siempre vertical Las coordenadas utilizadas para describir el movimiertto podrian ser las 
coordenadas x,y del centre del disco* un angulo de rotacidn 0 en torno ai eje del disco y el 
angulo d que forma el eje del disco con, p. ej T1 el eje x (cfh fig* 1-5), A consecuencia de la 
ligadura, la velocidad del centre del disco, v, tendra una magnitud proporcional a 0, 

v - 


donde a es el radio del disco y su direccion es perpendicular al eje del mismo: 

x = v sen0 7 


y = — v cos 0, 


Combinando estas condiciones, tenemos dos ecuaciones diferenciales de ligadura; 

dx — a sen Od<f) — 0, 

d\ + a COS 0 d*p = & f i - 39 \ 

Ninguna de las ecuaciones (1-3$) puede integrarse sin haber resuelto, de hecho, el 
problems; es dedr* no se puede hallar un factor tntegrante^je,# 0*0) que convierta una u 
otra de las ecuaciones en diferenciales exaetas (efr, Ejercicio ?).* Luego las ligaduras no 


* En principle, siempre se puede encontrar m factor integrante para una ecuacion diferenciali de 
primer orden de ligadura en sistemas que solo conteugan dos coordenadas {cfr + Kaplan, Advanced 
Calculus, 2. 1 ed, p. 531) y deltas ligaduras seran, por tanto, holouomasH Ejemplo conocido lo 
constituye el movim iento bid i me ns i on al de tin drculo que rueda por un piano inclinado. 
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pueden redutirse a la forma de la ecuacion {I -37) y por tanto son no holonomas, Podemos 
ver, fisicamente, que no puede haber relation funcional directa entre 0 y las demas 
coordenadas x t y y B observando que en todo punto de su camino se puede hacer rodar et 
disco alrededor de un tirculo tangente al camino y de radio arbitrario* A1 final del proceso, 
x, y y 0 habran vuelto a sus valores initialed pero 0 habra variado en una cantidad que 
depende del radio del drculo. 

Desde luego, las ligaduras diferenciales no integrates de la forma de las ecuaciones 
(1 - 39) no constifcuyen el unico punto de ligaduras no hofonomas. Las condi ciones de ligaduras 
pueden llevar consigo derivadas de orden superior, o pueden aparecer en forma de 
inecuaciones, segun hemos visto. 

En parte porque se pueden climlnar las coordenadas dependientes, los problemas que 
entranan ligaduras holonomas se pueden llevar siempre a una solution formal. En cambio, 
no existe una manera general de abordai los problemas no hoionomos. En verdad, si la 
ligadura no es integrable, las ecuaciones diferenciales de ligadura se pueden introducir en 
el problema junto con las ecuaciones diferenciales del movimienlo y eliminar las 
ecuaciones dependientes por el metodo de los multiplieadores de Lagrange. Mas ad elan te 
volveremos a esto, No obstante, los eases mas imperfectos de ligaduras no holonomas se 
deben abordar individualm ente y por ello, en el desarrollo de los aspectos mas form ales de 
la Mecanica elasica se supone casi mvari able m ente que toda ligadura, si exists, es 
holonoma. esta restriction no Umita mucho la aplicabiJidad de la teoria, a pesar de que 
muchas de las ligaduras que se encuentran en la vida cotidiana son no holonomas. La 
razon estriba en que todo el concepto de ligaduras impuestas al sistema a traves del medio 
de hi los o superficies o paredes solo resulia particularmente apropiado en problemas 
macro sc opicos o a gran esc ala. Pero el fisico se interesa hoy en dia, principal mente en 
problemas atomicos. A esta escala, todos los cuerpos, tanto dentro como fuera del 
sistema, consisten en moleculas, atomos o particulas menores que ejercen fuerzas 
defimdas y La notion de ligadura results artifitiosa y aparece rara vez. Las ligaduras se 
utilizan entonces tan solo como ideaiizaciones matematicas para el caso fisico real o como 
aproximaciones clksicas a una propiedad mecanocuantica* p. ej., las rotationes de un 
cuerpo rigido para el «spin» + Dichas ligaduras son siempre holonomas y encajan bien en el 
marco de la teoria. 

Para obviar la segunda dificultad, cual es que no se conocen a priori las fuerzas de 
ligadura, nos gustaria formular la Mecanica de manera que desaparezean las fuerzas de 
ligadura. Entonces solo tendremos que tratar con fuerzas aplicadas conotidas. Una 
sugerencia acerca del metodo a seguir la da el hecho de que en un sistema particular con 
ligaduras* p* ej*, un cuerpo rigido, el trabajo efectuado por las fuerzas interiores (que son 
aqui las fuerzas de ligadura) es nulo. En ios apartados postenotes seguiremos esta idea y 
generalizaremos las que estan contenidas en el la. 


1-4 PRINCIPIO DE D'ALEMBERT Y ECUACIONES DE LAGRANGE 

Desplazamiento virtual (infinitesimal) de un sistema es el cambio de configuration de este 
a eoosecuencia de una variation infinitesimal arbitraria de las coordenadas 5r JS 
compatible con las fuerzas y ligaduras impuestas al sistema en el instante dado t. Se 
llama virtual al desplazamienlo para distmguirlo del desplazamiento real del sistema que 
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si (para ligaduras holonomas), con k> cual se podran hacer separadamente iguales a cero 
los coefidentes de las Sq 

La traduccidn del ienguaje de las r ( - al de las q s parte de las ecuadones de 
transformacion < 1-38), 


L i i (ij * 1 ■ ** L ln^ t 1 


(suponiendo n coordenadas independientes) y se efectua mediante las «reglas de cadena» 
del calculo de derivadas pardales** Asi, v t se expresa en fund on de las q k mediante la 
formula 


v 


c 



V dti V 4- t r ‘ 


(1-46) 


Analogamente, el desplazamiento virtual arbitrario Sr { se puede relacionar con los 
desplazamientos virtuales 5^ mediante 




<I-47) 


Notemos que aqui no interviene ninguna variaddn del tiempo fir, ya que un 
desplazamiento virtual solo considers por defmicion, desplazamientos de las coorde¬ 
nadas, (Solo entonces es perpendicular el desplazamiento virtual a la fuerza de ligadura si 
esta vaiia con el tiempo). 

En funcion de las coordenadas general iz ad as, el trabajo virtual de las F ; sera 


Z F i * < 5 r f = Sqj 

i tj (£ ij 


= I.Qjfyf 


<1 4«| 


le las Qj son las llamadas componentes de la fuerza generalizada, las cuales se 
en la forma 



^ _ or, 

Qj = I *v. r- 

i <4, 


(1-49) 


Advanced Calculus , 2.* ed., p. 135. 
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Ndtese que al igual que las q no liene por que tener las dimension's de una longitud* las Q 
no tienen necesariamente las dimensioned de una fuerza, si bien Q t Sq, de ben siempre tener 
las dimen&iones de un trabajo. 

Pasemos ahora al otro termino de la ecuaddn ( 1 -4$), que puede escribirse en la forma 

1P, ‘ <'>r, = 

i j 


que expresando ir, mediante (1-47) queda 


I mfi ’ 

ij 



Consideremos ahora la relation 








« < r, 

m-r r - — 
^ii 



(I 50) 


En el ultimo termino de la ecuaddn (1-50) podemos perrnutar las derivaciones respecto a t 
y ya que, en analogia con (1-46) 


d 

1 

(<\ j 

r 2 r 

_ v 

^2 

iq } c\ 


di 1 


^ ^ 

* tqjtth 

fa 

1 "“=* 
■3r 



. rv * 





i 

-:j 

-Si 

•J 




en virtue! de ia ecuacion (1-46), Ademas, en la ecuacion (1-46) vemos que 


OV: 


VTi 


( <h (t h 


( 1 - 


La sustitucion de estos eambios en (L50) conduce al re suit ado de que 






fl*l 1 CVj 


/ 


/ 
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y ei segundo termino del primer miembro de la ecuacion {1-45) puede desarrollarse dando 


I 





Identificando Zimivj con la energia cinetiea T del sislema* el principio D'Alembert 



Notemos que en un sistema de coordenadas cartesianas la derivada parcial de T respecto a 
i q. es nula. Asi pues, hablando el lenguaje de la Geometna diferencial, este termino se debe 
a la curvatura de las coordenadas q r Por ejemplo* en coordenadas polares es en la 
derivada parcial de T respecto a una coordenada angular donde aparece el termino de la 
aceleracion centripeta, 

Hasta el momento no hemos impuesto otra restriction a la naturaleza de las ligaduras 
que la de efectuar un trabajo nulo en todo desplazamiento virtual. Las variables q. pueden 
ser un sistema cualquiera de coordenadas para describir el movimiento de! sistema. Sin 
embargo, si las ligaduras son holonomas, sera posible encontrar sistemas de coordenadas 
q } independientes que contengan implicitamente las conditioner de ligadura en las 
ecuaciones de transformation (1-38). Todo desplazamiento virtual sera entonces 
independiente de Sq k y por tanto, la unica manera de que se cumpla (t -5 2) es que se anulen 
por separado los coefitientes: 


d 

h 




(1-53) 


En total hay n ecuaciones. 

Las ecuaciones (1-53) suele llamarseles ecuaciones de Lagrange, si bien esta 
de&ignaeibn se reserva frecuentemente para la forma que toman las ecuaciones (1-53) 
cuando las fuerzas derivan de un potential escalar V: 

fi- -Vi* 

En este case, las fuerzas generalizadas pueden escribirse en la forma 
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que tiene exactamente la misma expresion de ia derivada parcial de una funcibn — 
**., r^/) respecto a q;* 



Las ecuaciones (1-53) se pueden escribir tambien en la forma 


d tcj ] 

dt \ «}j j 


c(T- V ) 


— 0 , 


(I 54) 


(1~55) 


Las ecuaciones del movimiento de la forma (1-55) no estan limitadas necesariamente a 
sistemas conservatives; solamente si V no es funcidn explicita del tiempo, es conservative 
el sistema (cfr, p. 6), Sin embargo, lal como defmimos aqui V no depende de las 
velocidades generalizadas* Luego podemos incluirun termmo en V en la derivada parcial 
respecto a q/. 


d t e{T — I I' 

di\ cqj | 




O sea, defmiendo una nueva fiincion, la fagrangiana L t en la forma 

L = T- V, (156) 

las ecuaciones (1-53) quedart en la forma 

d_i?V 

* 1 ^ 

A menos que espeeifsquemos otra cosa, cuando hablemos de ^ecuaciones de Lagrange» 
querremos significar las ecuaciones (1-57). 

Debe hacerse notar que para un sistema de ecuaciones de movimiento particular no 
bay una eleccion unica de lagrangiana tal que las ecuaciones (1-53) lleven a las 
ecuaciones de movimiento en las coordenadas generalizadas dadas. Asi, en el Ejercicio 
14 se demuestra que si L(q , q, t) es una lagrangiana adecuada y F(q« t) es una funcion 
derivable cualquiera de las coordenadas generalizadas y el tiempo, 

r - dt 
L f (q*q,t) — L{q*qj\ + j- 

ift 


i L 


t it 


= a 


(1-57) 
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sera tambien una lagrangiana que dara las mismas ecuaciones del movimiento. Tambibn 
es posible a menu do encontrar otras Lagrangianas ademas de las construidas por esta 
presciipckm (v. Ejercicio 18). Aun euando la ecuacion {I -56) constituye siempre un 
camino adeeuado para construir una lagrangiana para un sistema conservative, no pit> 
porciona la unica Lagrangiana adecuada para el sistema dado, 


1-5 P0TENCI ALES DEPENDIENTES DE LA VELOCIDAD 
Y FUNClON DE DISIPACldN 

Las ecuaciones de Lagrange se pueden potter en k forma (1-57) aun euando no exists fun- 
don potential, V, en el sentido usual, con tal que las fuerzas generalizadas se obtengan de 
una funcibn U(q iy q,) mediante la prescripcibn 



(1-58) 


En tal caso, las ecuaciones (1-57) siguen deducibndose de las (1-53) estando dada la 
lagrangiana por 


L— T — U. t 1 " 59 ) 

U puede llatnarse « potential generalizado* o « potential dependiente de ia velocidad 
La posibiiidad de utilizar dicho «potencial» no es academica; se apiica a un tipo de 
campos de fuerzas muy importante, cual es, las fuerzas electromagnetic as que se ejercen 
sobre cargas mbviles, Considerando su importancia, vale ia pena que nos entretengamos 
en este tema, 

En el sistema de unidades de Gauss, las ecuaciones de Maxwell son 


V x E 4 - 


1 rB 

c Pt 



V D - 4 nth 


VxH- 


! P D 4rrj 


v a 


V * B = Q, 


(\ 60 ) 


* La historia de la designation dada a este potential es curios a. Apajerctemente es pole ado por la pri- 
mitiva (y entile a) Electrodmamica clasica de Weber, la cual postulaba fuereas dependientes de la 
velocidad, el matematico a leman E. Sobering parece haber side el primero en intentar seriamente 
mclutr die has fuerzas en el marco de la Mecanica, cfh Gott, Abh. IS, 3 (1873). Laprimeraeditionde 
Analytical Dynamics (1904) de Whittaker le llama wfiincibn potential de Schering», pero el nombre 
no perduro y se suprimib en ediciones posteriores. Masretientemente, Morgenstem y Szabb ( Vorie- 
sungen tiber Theoretische Mechanih 1961) han utiUzado el nombre de ^potential de Schermg» para 
el potenciai dependiente de la velocidad concrete que da la fuerza de Coriolis en un sistema de 
coordenadas giratorio. Nosotros preferimos el nombre ^potential generalizado», incluyendo en esta 
designacibn tambien la energia potenciai ordmaria, funcion solamente de k position. 
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o, simbblicamente, 



a-68) 


Tambien podemos dar una interpretacion fislca de la funcion de disipacion, El trabajo 
efeetuado por el sislema contra el rozamiento es 


dWj = — F f m di - — T f -\dt — {k t v* + k r Vy 4- 


Por tanto, Z^es la disipacion de energia por unidad de tiempo a causa del rozamiento. La 
componente de La fuerza generaMzada resultante de la fuerza de rozamiento vendra* pues, 
dada por 


<r. 


i cc *j 


W'g 

^■Wi 

d£_ 

tlq j 


por (1.S1), 


( 1 - 69 } 


Las ecuaciones de Lagrange quedan ahora en la forma 


d ivL' 

*V‘^, 


et 

4 




( 1 - 70 ) 


con lo que para obtener las ecuaciones del movimiento deberan especificarse dos fun- 
dories escaiares, L y Jr. 


1-6 APLICACIONES SENCILLAS DE LA FORMULACI 6 N LAGRANGIANA 

En los apartados anteriores hemos visto que en el caso de sistemas en donde podamos 
definir una lagrangiana, es decir, sistemas holonomos con fuerzas aplicadas que deriven ‘ 
de un potenciai ordinario o generatizado y ligaduras que no trabajen, tenemos una manera 
muy conveniente de establecer las ecuaciones del movimiento. A la formulation lagran- 
giana nos flevo el deseo de eliminar de las ecuaciones del movimiento las fuerzas de liga- 
dura y al conseguir este fin hemos obtenido otros muchos beneficios. A1 establecer la 
forma original de las ecuaciones del movimiento, ecuaciones (1-19), es necesario trabajar 
con muchos vectores fuerza y aceleracion, Con el metodo de Lagrange solo hemos de tra- 
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y la propia ecuacion es 


mV - mri) 1 = F r> 

en donde el segundo t£rmmo es la acebracion centripeta, Para la ecuadon de 8 tenemos 
las derivadas 


dT 

1)0 




— {mr~0) — mr 2 0 4- 2 mrrfK 
dt 


con io que la ecuadon queda en la forma 


i - = mr 2 6 + Imrrt) - rF tr 

dt 

Observemos que el primer miembro es la derivada respecto al tiempo del momento cine- 
tico y el segunda es exactamente el momento aplicado, con lo que no hemos hecho mas 
que volver a dedudr la ecuacion (1-26). 

2. Mdquina de Atwood — ejempio de sistema conservative con ligaduras hoJonomas 
y esebronomas (la polea se supone sin rozamiento y sin masa), Claramente* s61o hay una 
coordenada independientejr, estando determinada la position del otro peso por la ligadura 
de que la longitud de fa cuerda entre ellos es /. La energia potential es 


V = ”M t gx - \l 2 g[t - x }, 
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EJERC1CIOS 


1. Un nucleo* imcialmente &n reposo, se desintegra radiactivameme emitiendoun electron de canti- 
dad de movimiento 1,73 McV/c y perpendicularmerue a la direccidn del electron* un neutrino de 
cantidad de movimiento 1,00 MeV/c. (El MeV (millon de electron-volt) es una unidad de energia, 
utilizada en Fisica modema, igual a 1,60 X 10“' 2 erg. Corresponds ntemente, el MeV/c es una 
unidad de cantidad de movimiento igual a 5,34 X 1Q~ 1J gm-cm/s.) £En que direccidn retrocede el 
nucleo? iCuai es su cantidad de movimiento en MeV/c? Si la masa de! aucleo residual es 
3,90 X 10 _;J g, tcual sera su energia cmetica en electron-volt? 

2, La velocidad de escape dc ima particula de la Tierra es la minima velocidad que debe tener en la 
superficie terrestre para que la particula pueda escapar del campo gravitatorio terrestre. Si se des- 
precia la resisleticia de la atmo&fera, el sistema es conservative, A partir del leorema de conser- 
vacion de la sums de las energias cmetica y potcnciaK demostrar que la velocidad de escape para la 
Tierra, ignorando la preseneia dc la Luna, es de 11,2 km/s. 


3. Los coheies son impulsados a causa de la cantidad de movimiento de los gases exputsados por la 
cola. Como estos surgen de la reaccion de los combustibles que lleva el cohere, la masa de este no es 
constante sino que disrninuye a medida que se gasta combustible. Demostrar que la ecuacion del 
movimiento para un cohetc que se proyeeta verticalmente hacia arriba en un campo gravitatorio 
uniforme, desprcciando la resistencia de la atmosfera, es 


dr 


tin i 


1,1 ,it ~~ r j, ~ mg ' 


donde m es la masa del cohete v r' es la velocidad de los gases expulsados relativa al cohete. Jntegrar 
esta ecuacion para obtenerr en funcion dem. supomendo una perdida de masa por unidad de tiempo, 
constame. Demostrar, para un cohece que parte inidalmente del reposo, con v f igual a 2075 m/s y una 
perdida de masa por segundo igual a 1 /60 de la masa inicial, que para alcanzar la velocidad de esca¬ 
pe el codente enire cl peso del combustible y el del cohete vacio debe valer casi 300, 


4, Demostrar que para una particula de masa constants la ecuacion del movimiento implica la 
siguieme ecuacion diferencial para la cnergia cmetica; 

tlT 

- = 1 - v. 

dt 

mientras que si !a masa varia con el tiempo, la ecuacion correspond rente es 

dimT) 


5, Demostrar que la magnttud R del vector de posicion del centro de masa trazado a partir dc un 
origen arbitrario viene dada por la ecuacion 


V/-K- = MYmrf - V 


«Wfr 




6, Supongamos que se sabe que un s[sterna de dos particulas obcdece a las ecuaciones del movi¬ 
miento (1-22) y (1-26). Demostrar. a partir de las ecuaciones del movimiento de las particulas indi- 
viduaies que las fuerzas intemas entre particulas satisfacen las leyes debd y fuerte de accion y 
reaccidn. El razonamiento puede generalizarse a un sistema con un numero arbitrario de particulas, 
proporcionando asi el inverse de los razonamientos que conducen a las ecuaciones (1-22) y (1-26), 
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Capitulo 2 

Principios variacionales 
y ecuaciones de Lagrange 


2-1 PRINCIPIO DE HAMILTON 

La deduccion de las ecuaciones de Lagrange que bemos presentado en el capitulo ante¬ 
rior partia de considerar el estado instantaneo del sistema y pequenos desplazamientos 
virtuales respecto al estado instantaneo, es decin, partia de tin ^principio diferendal» 
como el principio de D’Alembert. Tambien pueden obtenerse las ecuaciones de Lagrange a 
partir de un principio que considere el movimiento entero del sistema entre los tiempos/i y 
t 2 y pequenas variaciones virtuales del movimiento entero respecto al movimiento real, A 
un principio de esta naturaleza le llamaremos «principio integrals. 

Antes de presentar el principio integral, deheremos emmdar con un lenguaje mas 
precise que queremos significar con la frase ^movimiento del sistema entre los tiempos/i y 
t 2 ». La configuradon instantanea del sistema viene descrita por los valores de las n 
coordenadas generalizadas <7 y corresponds a un punto particular en unhiperespado 
cartesiano en el cual las q forman los n ejes de coordenadas. Este espacio de n dimen¬ 
sions se conoce, pues, por el nombre de espacio de las configuraciones. Al ir transcu- 
niendo el tiempo, cambia el estado del sistema y el punto representative del sistema se 
mueve en el espacio de las configuraciones describiendo una curva llamada « camino del 
movimiento del sistema^. El «movimiento del sistema» se refiere, pues, al movimiento del 
punto representative del sistema a lo largo de su camino en el espacio de las conji- 
guractones. El tiempo se puede considerar formalmente como parametro de la curva; a 
cada punto del camino se asocia uno o mas valores del tiempo. Debe hacerse resaltar que 
el espacio de las configuraciones no tiene necesariamente ninguna relacion con e! espacio 
fisico tridimensional, at igual que las coordenadas generalizadas no son necesariamente 
coordenadas de posiddm El camino del movimiento en el espacio de las configuraciones 
no tendra necesariamente ninguna semejanza con el camino que siga una particula real 
cualquiera en el espacio; cada punto del camino del movimiento represents la configura- 
cion entera del sistema en un cierto instante dado, 
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Por los melodos u scales de derivation bajo el signo integral encontramos que 
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dj 

7 h 


- rm 

-'x, !/>■< 


<7 o* <y r v | 

+ >dx* 


c r < y ] 


(2-7) 


Consideremos la segunda de estas integrates; 


r 

- .t] 


< f < y , 

dx = 


r 2 v } 

.: ~—; - dx. 


1 lf 3 C 




< V f A f 5 ! 


Integrando por partes, la integral queda en la forma 


f *T f2y _ ^£L c l X£ _ 1 

J tl dydxdx X cycx x J dx (df, 


i V . 

t~ dx 

ex 


12 N) 


Las condiciones impuestas a tod as las curvas variadas son que pasen por los puntos {x M 
y } ), {x 2 , y 2 ) y por tanto, enj: l y x 2 se anukra la derivada parcial de_v respecto a <*. Por 
tanto, el primer termino de (2-8) se anula y la ecuacion (2-7) se reduce a 


dJ 

tlx 




d_<r\ 

\n d* <y 


VV , 
-dx. 
doc 


La condicion de valor estacionario (ec. 2-6) es, pues, equivalente a la ecuacion 


r 

■* V- 


<7 rf ?f 




( r 


r 2 , 


rf,v = 0, 


(2-9) 


o 


Atiora bien, fa derivada parcial d ty respecto a a que aparece en la ecuacion (2-9) es una 
fun cion de a que es arbitraria salvo en lo que res pe eta a la continuldad y condiciones en los 
puntos extremos- Por ejemplo, para la familia parametric a particular de caminos variados 
dada por la ecuaeidn (2-4), es la funcidn arbitraria n(x)- Podemos, pues, aplicar a la ecua- 
ci6n (2-9) el 11amado «lema fundamentals del calculo de variaciones que dice que si 


/. 


x ? 


M[x)ij{x\ dx = 0 


(2 10 ) 
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y 



<7 ^ xy _ 

<y _ yf+ p 


En este caso, la ecuacidn (2-11) queda en la forma 


d 

dx 




o sea 



v/nrp 



donde a es una constante de integracidn evsdentemente menor que el valor minimo de x. 
Elevando al euadrado ambos miembros y redudendo terminos semej antes, tenemos 

y 2 (x z - a 2 ) =* a 2 


o despejando. 


dy 

dx 


it 



La integral general de esta ecuacion diferencial, a la luz de la naturaleza de a, es 



+ h — a arc cosh - 

a 


4- b 


o sea 


x — a cosh 


y-b 


a 
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Lv, dx vy- 




(2-18) 


Las ecuaciones (2-18) representan la generalizacion de (2-1 i) apropiada para varias 
variables y se eonocen por el nombre de ecuaciones diferenc tales de Euler-Lagrange. 
Sus sofuciones representan eurvas para las cuales la variacion de una integral de la forma 
dada en (2-14) se anuia. Otras generalizaciones del problema variacional fundamental 
sonfacilmente posibtes, Asi, podemos tomar/ como una funeidn de derivadas de orden su¬ 
perior, y,etc., que comduceri a ecuaciones diferentes de la (2-1S). O se puede ampfiar a 
easos en los que haya varies par&metro&Xj y la integral sea multiple, conteniendo tambien/ 
tantas derivadas variables de y, respecto a cada uno de los parametrosjc/. Finalmente, se 
pueden considerar variaciones en las cuaies los pantos terminates no se mantengan fijos. 

Para los fines presentes, es suficiente lo que hemos deducido aqui, ya que la integral 
del princtpio de Hamilton, 


I 


r 2 
J i 


(2-19) 


tiene exactamente la forma estipulada en (2-14) con las transformaciones 


x — r 

y* -* ^ 

A1 deducir las ecuaciones (2-18) se supuso que las variables y. eran independientes, La 
condition correspondlente en reladdn con el principle de Hamilton es que sean 
itidepend! ernes las coordenadas generalized as q f> lo que exige que las ligaduras sean 
holonomas. Las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondlentes a la integral / se 
convierten entonces en las ecuaciones de Lagrange del movimiento. 


dvL _vL 

dt cii, <?<Ji 



■ 7 


n. 


y hemos conseguido nuestro proposito initial, que era demostrar que las ecuaciones de 
Lagrange $e deducen del principle de Hamilton —para sistemas monogenos con ligaduras 
holonomas. 
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ecuaciones del movimiento son 


d CL 
dt<\ 



(2 M i 


Pero estas deben ser identical a las ecuaciones {2-29}, Por tanto, podemos identificar 
Ekfito con las £?'** fuerzas gener&lizadas de ligadura. En este tipo de problems no 
eliminamos en realidad las fuerzas de ligadura de la formulacidn y se dan como parte de ia 
respuesta. 

Ann cuando no sea evidente, la versibn del prineipio de Hamilton que hemos adoptado 
para sistemas no holonomos exige tambien que las ligaduras no trabajen en los 
desplazamientos virtu ales, Esto puede verse muy bien escribiendo el prineipio de 
Hamilton en ia forma 




U di - 0. 


Si la variacibn de la integral sobre el potential generalizado se lleva a cabo por los 
procedimientos de § 2-3, el prineipio adopta la forma 


* frdt= 

Jf, k V*k 


Sq h dt ; 


o, en virtud de la ecuaclon (1-58), 


d 


* 



(2-32) 


Asi vestido, el prineipio de Hamilton dice que la diferencia de la integral temporal de la 
energia cine tic a entre dos c aminos vecinos es igual a la integral temporal del trabajo 
efectuado en los despiazamientos virtuales entre los caminos, cambiada de signo. El 
trabajo que intervene es el efectuado solo por las fuerzas que derivan del potencial 
general! zado. Si queremos que el mismo prineipio de Hamilton sea valido tanto para 
sistemas holonomos eomo no holonomos, debe exigirse que las fuerzas adicionales de 
ligaduras no holonomas no trabajen en los desplazamientos Sq k . Esta restriction es 
paralela a la condition anterior de que el trabajo virtual de las fuerzas de ligadura 
holonoma sea tambien nulo (efr* § 1-4), En la prictica, la restrtccibn no reduce mucho las 
aplieaciones, ya que la mayoria de problemas en los que se usa el formalismo no 
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junto con 


/ = 


Mg s etuf> 

4-f 


y 


(7 - ^. sen ^ 

2 r 


Luego el aro meda piano abajo con solo la mitad de ia aceleracidn que tendria si cesiizara 
por un piano de lozamiento y la fuerza de rozamiento de ligadura seri \ — Mg sen 0/2. 
De 


a m 

V 



se obtiene v—^Jgl sen 0 en !a parte inferior, que tambien se podna haber obtentdo por 
medios eSementales, 


2-5 VENTAJAS DE UNA FORMULACI6N DE PRINCIPIO VARIACIONAL 

Ann cuando vemos que es posible ampliar la formulacion original del principio de 
Hamilton (2-2) para incluir algunas ligaduras no holonomas, pr&cticamente, esta 
formulacion de !a Mecanica results muy util cuando para el sistema pueda establecerse 
una lagrangiana de coordenadas independientes. La formulaet6n del principio varia- 
dona! se ha descrito justamente como «elegante», ya que en el compacto principio de 
Hamilton esta contemda toda la Mecanica de slstemas holonomos con fuerzas derivabtes 
de potenciales. El principio dene ademas el men to de que solo comport a magnitudes 
fi sicas que pueden definirse sin hacer referenda a un sistema particular de coordenadas 
general! zadas. a saber, las energias cinetica y potencial Por tanto, la formulacidn es 
automaticamente invariante respecto a la deccion de las coordenadas del sistema, 

Del principio variacional de Hamilton resulta tambien evidence por que la lagrangiana 
est& definida salvo la derivada total respecto al tiempo de una funcibn cualquiera de las 
coordenadas y del tiempo, tal como se indicb al final de § 1-4. La integral temporal de 
dicha derivada total entre los puntos 1 y 2 sblo depende de los valores de la foncibn 
arbitraria en los puntos terminates. Como la variacibn en los puntos terminates es nula, la 
adicidn a la lagrangiana de la derivada respecto al tiempo arbitraria no afecta al comporta- 
miento variacional de la integral, 

Otra ventaja es que la formulacibn de Lagrange puede ampliarse facilmente para 
describir sistemas que no se consideran normalmente en Dinamica —tales como el campo 
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derivan de potenciales que solo dependen de la posicion. Entonces 

ft IT 


que es la component x de la cantidad de movimiento asociada a la pardcula r-£$ima* Este 
resultado nos sugiere una ampliaddn evidente del concepto de cantidad de movimiento. 
La cantidad de movimiento generalizada asociada a la coordenada q s se define en la forma 


dV 


A ■ 

cx. 


CX: CX: ^ 2 


= Pix. 



(2 44) 


A Pj se le Hama tambi^n cantidad de movimiento candnica o cantidad de movimiento 
ccnjugada. Notemos que si ^ no es una coordenada cartesiana, p. no tiene que tener 
necesariamente las dimensiones de una cantidad de movimiento. Es mis, si hay un 
potencial que depends de la velocidad, incluso en el caso de que sea ^ una coordenada 
carte si ana la cantidad de movimiento general izada asociada a ell a no sera igual a la 
cantidad de movimiento mecdnica usual. As pues, en el caso de un grupode particular en 
el campo electromagnitico la lagraogiaiia es (cfr* 1-66) 


L = £3 mjf ~ + I^A(x f )-h 

a i J L 


(sqm, q. represents carga) y la cantidad de movimiento generalizada conjugadt a x ( es 



PL 


? * 
tx i 


= m,x t + 


q,A 


c 


(2-45) 


es decir, la cantidad de movimiento mecanica mas un termino adicional 

C u ando la 1 agrangiana de un sisteraa no contenga una coordenada dada q f (aun cuando 
pueda contener la velocidad correspond iente qh), diremos que la coordenada es del lea o 
Ig no ruble, Esta definicion no es universal,* pero es la acostumbrada y vamos a utilizerta. 


* Los dos terminos suden tom arse mtiistintamente y con el mis mo significado que les hemes 
ariguado, No obstante, algunos autores distinguen entre ambos, Jl am ando coordenada ciclica a la que 
no est£ en la energia cin&ica, T f y coordenada ignorable a la que no figure en la fagrangmna (cfr. 
Webster. The Dynamics of Particles, y Byerly, Generalized Coordinates). Ames y Mumaghan 
(Theoretical Mechanics) utilizarr ambos terminos indisiintamente pero parece ser que Ids limitan a 
sigmficar una coordenada que no figure en T, Lanczos (Variational Principles of Mechanics) ha 
resucitado un viejo termino «kinost£mca» como equivalente a ciclica o ignorable A demos, «cicUca» 
se utiliza a veces en otro sentido en relaciOn con las variables periodicals 1 - $ 9-5 y Synge, 
Encyclopedia o Physics t VoL 3/1, p. 102). 
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De manera analogs puede demostrarse que si una coordenada ctclica q es tal que dq, 
correspondc a una rotacion del sistema de particular alrededor de un eje, la conservacion 
de su caistidad de movimienlo conjugada correspond® a la conservacion de un momenta 
cinetico. Per el mismo razonamiento antes empleado, T no puede eontener ya que una 
rotacion del sistema de coordenadas no puede afectar a la magnitud de las velocidades. 
Por tanto, la derivada parcial de T respecto a q* debera ser nula, tambien ahora; y como V 
es independiente de q } obtenemos una vez mas la ecuacion (2-48). Pero ahora queremos 
demostrar que siendo q. una coordenada de rotacion la fuerza generaiizada es la 
componeme segtin el eje ae rotacion del memento resultante aplicado es la componen¬ 
ts del momento cinetico resultante respecto a dicho eje. 

La fuerza generalizada Q } viene dad a por 


Qi = I Fi 

i 


n. 



pero ahora la derivada tiene uo significado diferente del de antes. En el caso actual, el 
Cambio de debe eorresponder a una rotacion infinitesimal del vector r fJ manteniendose 
cons tan te el modulo del vector, La figura 2-8 nos fadlita la obtencion del modulo de la 
derivada: 


| dr^ - r { senf/ dq s 



FlOtJRA 2-8 

Cambio de im vector de posiridn ante una rotacion del sistema. 
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En ciertas rircunstandas, la fundon h es la energia told del sistema. Para determinar 
cuales son estas circunstancias, recordemos que la energia emetic a total de un sistema 
puede siempre escribirse en la forma 

T= T 0 + 7, + T 2 * (1-73) 

donde 7" 0 es fundon de las coordenadas generalizadas solamente, T x {q, q) es lineal en las 
velocidades generalizadas y T 7 {q f q) es fundon euadratica de las q. Para una amplia gama 
de sistemas y conjuntos de coordenadas generalizadas, ia lagrangiana se puede descompo- 
ner analogamente segiin su comportamiento funcional respecto a las variables q: 


= L 0 {q,t)+ + {2 -55} 

Aqui, Lj es una fundon homogenea de segundo grado (no meramenie euadratica) en q 
mientras que L, es homogenea de primer grade en^* No existe ninguna razon intrinseca a 
la Meeamcaqueextjaquela lagrangiana sea del tiporepresentadopor Jaecuaci6n{2™55), 
pero de heefao lo es en cad todos los problemas de interes. La lagrangiana tiene 
daramente esa forma cuando las fuerzas derivan de un potencial que no contenga las 
velocidades, Incluso en el caso de potendales que dependart de las velocidades 
observamos que la lagrangiana para una partieula cargada en un campo electromagnetico 
(ec. 1-66) satisface la ecuaeion (2-55). Ahora bien, recordemos que el teorema de Euler 
dice que si / es fundon homogenea de grado n en las variables x se cumple* 



(2 5b) 


Aplicado a la fundon h (ec. 2-53) para lagrangianas de la forma (2-55), este teorema 
implies que 


h - 2L : 4- L x - L = L 2 L n . 12 57) 

Si las ecuaciones de transformacion que defmen las coordenadas generalizadas (ec. 1-38) 
no contienen explici laments el tiempo, en vinud de las ecuaciones (1-68) T = T 2 * Si, 
ademas, el potencial no depende de las velocidades generalizadas, sera L 2 = Ty L 0 = — V, 
con lo cual 


h = T + I = E, 


12 58 } 


* Podemos encontrarlo en la may on a de textos de Calculo superior; p, ej. t W. Kaplan, Advanced 
Calculus, 2.“ ed., p. 139, 
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ecuacidn diferencial por analog! a con, la integral de Jacobi h. Con ayuda de esta integral, demostrar 
que la curva buscada es una bipod cloide {curva desqrita por un panto de una drcunferencia que 
rnede sobre el interior de una circunferenda mayor). Obtener una expresion deltiempo de recorrido a 
lo largo de la braquistocrona entre dos puntos de la superiicie terrestre. ^Cu^nto tardaria en ir de 
Nueva York a Los Angeles (supuestas separadas 3 000 millas) a lo largo de un tunel de 
braquistticrona (suponiendo ausencia de mzamicnto) y cual seria la maxima profund id ad bajo la 
superficse terrestre del tune I de braqujstdcrona? 

$* En el problems de la superiicie de revolucibn de &rea minima* examinar el ca&o sim6trico/j= y ,, 
Xj = —x, >0 y expresar la condition para el parametro a en forma de ectiacidn trascendente en 
funcion de las cantitfades adimensionales k = xja y a — yjx r Demostrar que para a mayor que un 
determinado valor a a son posibles dos valores de k , para a “ ct Q solo es posible un valor de k, 
mientras que si a < no puede hallarse ningun valor real de k (o o) T por lo que en esa regibn no 
existing solucion catenaria. Hallar el valor de cr & , numericamente si es necesario. 

6. La soludbn de linea quebrada descrita en el texto, en la cual el area de revolucion es sblo la de los 
drculos extremes de radios y, ey iT respectivamente, se conoce por el nombre de solution Goldsch¬ 
midt, Para la situation si metrics tratada en el Ejercicio 5 f obtener una expresioit del cociente entre ei 
area generada por La solucidn eaten aria y la dada por la solucion Goldschmidt. E L resultado debemos 
ponerlo en funcion de los parametros k y a, so I amente. Demostrar que para valores de or su fid cra¬ 
te men te grande s, a I me nos una de las catenarian de una area por debajo de La de La solucion 
Goldschmidt Demostrar, por otra parte, que si or = a*, la solucibn Goldschmidt da una &rea menor 
que la catenaria. 

7. Una cadena o cuerda de longitud indefimda pass libremente por poleas situadas a alturasy, ey 2 
sob re la superiicie plana de laTierra, estando separadas horkontalmerate por una di stand a* j — jc,. Si 
la cadena o cuerda dene una densidad lineal imiforme, demostrar que el problems de hallar la curva 
supuesta entre las poleas es el mis mo que el de la superiicie minima de revolution. (La transidon a la 
solucion Goldschmidt cuando se cambian las alturasy^ e y 2 constituye una demostradbn en clase, 
espectacular), 

8* Supongamos quese supiera experimental men te que una parti cula cai a a una distancia dad ay,, en 
un tiempo = \fiyjg\ pero no se conociera el tiempo de caida para distancias distintas de y 0 . 
Supongamos, ademas, que se conoce la lagrangiana del problems pero que en vez de resolver la 
ecuacion del movimiento para obtener/, se supone que la forma funcional es 



Si se ajustan las constants a y b siempre de manera que d tiempo corresptmdiente a una caida v fl 
venga dado correctamente por r os demostrar direct amente que la integral 


y = at + bt l . 


set A un extremo para valores reales de los coeficientes solametite cuando a — 0 y b = ^/2. 

9, Cuando chocan dos bolas de billar, las fuerzas instantaneas que se ejercen son muy intensas pero 
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c) En funcion de las coordenadas general izadas relatives a un sistema que giro con vdocidad angu¬ 
lar <w t tcual es la lagrangiana? ^Cual es la integral de Jacobi? £Se conserva? Discutir 3a relation 
entre las dos integral es de Jacobi. 


m 



2L Supongamos que se mue ve una panic ul a en el espado some Lida a un potencial conservative* K(r) 
peio que esta obligada siempre a mo verse sobre una superfide cuya ecuad6n es — 0, (La de¬ 
pendence explicita de i indie a que la superficie puedc estar en movimiento.) La fuerza instantauea de 
Hgadura se toma siempre perpendicular a la superOcie. Demostrar anaUticamente que no se conserva 
la energia de la particula si la superficie se mueve con cl tiempo. iCual es, fisicamente, la razor) de que 
no se conserve la energia en esta circunstancia? 

22, El osriladOr armonico unidimensiona! tiene por lagrangiana L — mx 7 /2 — kx l f 2. Supongamos 
que no conocieramos la soluci6n del movimiento, pero vieramos que el movimiento debiera ser pend- 
dico y por tanto se pudiera describir mediante una serie de Fourier de la forma 


AU) = y a / cospii 

}=1 u 


{tomando/ — 0 enun puntode inversion del movimiento) donde m es la pulsacidn (desconocida) dd 
movimiento. Esta representation de jc(f) define un c ami no de varies parametros para d pun to repre¬ 
sentative} dd sistema en ei espacio de las configurac tones. Consideremos la integral de accion / para 
dos puntos f t y t 2 separados por el periodo T — 2ttAu. Demostrar que con esta forma del camino dd 
sistema, / es un extreme para x no nufa s6Eo si = 0, para ;V l f y sdlo si — kjm . 
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Problems de los dos cuerpos 


polares esfericas son el angulo azimut#, el angulo cenital (o cotatitud) tp y la distaneia 
radtal r* Tomando el eje polar en la direccibn de L, el movimiento tendra siempre lugar en 
un piano normal al eje polar La coordcnada $ tendra entonees solo el valor constante tt/ 2 
y podremos prescindir de ella en el estudio que sigue. La conservacibn del vector momento 
cinetico proporciona tres const antes del movimiento independientes (correspondientes a 
las tres componentes cartesian as). De hecho, dos de ellas, qae expresan la direction 
constante del momento cinetico, se ban utilizado para reducir el problem a de tres grados 
de libertad a dos. La tercem de dichas constantes, correspondiente a b conservation del 
modulo de L, sigue a nuestra disposicion para completar la soluciom 
Expresada ahora en coordenadas polares, la lagrangiana es 


L = T - V 

= ±m{r 2 + r 2 () 3 ) - L(r). 


(3-6) 


Segun ya vimos, 0 es una coordenada dclica cuya cantidad de movimiento canoniea es el 
momento cinetico del sistema: 


Pe = 




Una de las dos ecuaciones del movimiento sera, simplemente. 


P„ = ^(mrO) = 0 


con la integral inmediata 



L 


(3 7) 


(3 8) 


donde / es la magnitud constante del momento cinetico, De f3-7) se deduce tatnbien que 


d 

dt 




(3 91 


Se introduce el factor yporque^tf es la velocidad areolar —area barrida por el vector de 
posicion porunidadde tiempo, Estainterpretacibnse deduce del diagrama de la figure 3-2; 
el area barrida en un tiempo dt es 
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Problema da los dos cuerpos 


Si es el valor micial de 0, la integral de (3-19) sera* simplemente, 



f r-* 



15 20 ) 


Las ecuaciones (3-18) y (3-20) son las dos ecuaciones que quedany, formalmente, el pro- 
blema se ha reducido a cuadraturas, con coalro comtantes de integracidniT, /, r 0 , 0 O . Estas 
constantes no son las unicas que pueden considerarse. Podriamos igualmente haber 
tornado r 0 , pern desde luego E y / se pueden siempre determinar a partir de este 
conjunto de valores. Sin embargo, para muchas aplicaciones, el conjunto que contiene la 
energia v el momento cmetico es el natural. En Mecantca cuantica, las consumes como r y 
0, o f y 0, carecen de sigmficado, pero podemos seguir foablando de la energia del sistemao 
de su momento cinetico* Las diferencias sobresalientes entre las Mecanieas clasica y 
cuantica aparecen en ambas teorias en las propiedades de E y /* Por tanto, para estudiar la 
transicidn a las teorias cuanticas sera importante dar la descripciou clasica del sistema en 
funcidn de su energia y su memento cinetico. 


3-3 PRGBLEMA UNIDIMENSIONAL EQUIVALENTE 
Y CLASIFICAClbN DE 6RBITAS 

Aun cuando se haya resuelto formalmente el problems, desde un punto de vista practico 
las irategrales (3-18) y (3-20) suelen serde dificil manejo y en todo caso concrete suele ser 
mas conveniente efectiaar la integraciora de alguria otra manera* Pero antes de obtener la 
solution para leyes de fuerza concreta, veamos que podemos aprenderdel movimientoen 
el caso general, utilizando solamente las ecuaciones del movimiemo y los teoremas de 
conservacibn, sin exigir soluciones explicits s, 

Por ejempio, en el caso de un sistema de energia y momento cinetico conocidos, pode¬ 
mos detennmar de manera inmediata la magnitud y direccidn de la velocidad de iaparttcu- 
la en funcibn de la distancia r. La magnitud r se deduce inmediaiamente de la con- 
servacion de la energia en la forma 


£ = -i mr 1 -f !■'()■) 

o sea 


v — 



l [r)l 


(3 21 ) 


La velocidad radial —componente de r segun el vector de posicion— se dio ya en la ecua- 
cion (3-16), Combinada con la magnitud r da suficiente informacion para obtener la 

/ 
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Problems de bs dos cuerpos 



I mage n e&quematica de la orbtta para corre spend jente a un movimiento ilimitado. 



FIGURA 3-6 

Potential unidimensional equivalents para una fuerza inversamcnte proporcional aJ euadrado 
de la distancia, quc i lustra el movimiento acotado a encrgias negativas, 
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Problems de lo$ dos cuerpos 



HGURA 3-10 



FlGURA 3-11 


la situacion es la represeniada en la figura 3-10* Para todaenergia positiva el movimiento 
es limitado y segiin sabemos, armonico simple, Si / ^ 0 tenemos el estado representado en 
la figura 3-11. Entonces, el movimiento esta siempre limitado para todas las energias fisi- 
camente posibies y no pasa por el centro de fuerzas. En este easo particular, se ve 
facilmente que la orbita es eiiptica, ya que si f — — A:r t las componentesx ey de la fiierza 
son 
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Problems de fos dos cuerpos 


que* suprimiendo el factor comun a ambos miembros se convierte en )a conocida ley de 
Boyle* Cuando contribuyan al virial fuerzas entre particulas, ya no se cumplira la ley de 
lo$ gases perfectos. El teorema del virial es t en la teoria cinetica clasica* la herramienta 
principal para calcular la eeuacion de estado correspondiente al gas no perfecto. 

Aim podemos demostrar que si las fuerzas F,. son la suma de fuerzas FJ que no scan de 
rozamiento mas fuerzas de rozamiento £ proper c ion ales a la velocidad, el virial solo de- 
pende de las F'; no hay contribucion de las fj* Desde luego, el movimiento del sistema no 
podra exiinguirse a consecuencia de las fuerzas de rozamiento* Debera irse entregando 
constantemente energia al sistema para mantener el movimiento; de no ser asi, todas las 
medias temporaies se anularian al crecer r indeflnidamente, (Ver Ejercicio 4.) 

Si las fuerzas derivan de un potencial, el teorema queda en la forma 

T = -V V/ • r7, (3-271 

2 “ ' 


y en el caso de una sola partieula que se mueva bajo la accion de una fuerza central, se 
reduce a 



r. 


0 2X) 


Si V es una funcion potencial de r t 


V - av n ■ 1 , 

donde se toma el exponente de manera que la ley de la fuerza varie de igual manera que r \ 
entonces 


(V 

— 'V — (w + 1)1. 
Pr 


y la eeuacion (3-28) queda 



n + 1 


V. 


(3 29\ 


La aplicacion del teorema de Euler para funciones homogeneas (cfr. p. 75) nos indica que 
la eeuacion (3-29) es valida siempre que V sea fupcion homogenea en r de grado n 4* 1. En 
el caso particular de fuerzas inversamente propordonales al cuadrado de la distancia, n = 
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o bien, si hacemos el cambio de variable u = 1/r, 


0 = o 0 



(3 37} 


A1 igual que en el caso de la eeuacioti del movimienlo, la ecuacion (3-37), para 
resolver fotmalmeme el problema, no siempre es una solucion ejecuiable porque 
freeuentemente la integral no se puede expresar mediante funeiones eonocidas, En 
re alidad, solo se han esttidiado ciertos tipos de leyes de fuerza, Las mas importantes son 
las funeiones potenciales de r. 


V = nr n + 


{3 38 ) 


con lo que la fuerza varia como lo hace la potencia /i-esima de r* Con este potencial, la 
ecuaciOn (3-37) queda en la forma 




(fit 




2 nut 



> i i 


ir 


13 39) 


Tambien esta sera integrate mediante funeiones simples tan solo en eiertos casos. St la 
cantidad subradical no tiene potencias de u superiores al cuadrado, el denominador tiene 
la forma sf&u 1 + fta + y y se podra efectuar la integration directamente mediante 
funeiones circulares, Esta restriccibn equivale a exigir que 


-ii - 1 - 0, L 2, 


o, excluyendo et caso n — — 1, 


n — 



* En lo que sigue hay que excluir el caso/t — —1 + En el potencia! (3-38) corresponde a un potencial 
constant©, es decir, no hay fuerza alguna, Un caso igualmetUe anomalo se tiene si se usa el exponent© 
directamente en la ley de la fuerza, ya que una fuerza que vane comor’ correspond© a un potencia] 
logaritmico que no seria una ley potencia!. El potencia! logaritmico es imisual para el movimiento en 
tomo a un punta; es mas caractenstico de una fuente tinea!. 
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integrates elipttcas. 


3-6 CONDICIONES PARA 6RBITAS CERRADAS (TEOREMA DE BERTRAND) 

Ann no hemos sacado toda la informacibn que puede obtenerse del problema unidi¬ 
mensional equivalente o de la ecuacidn de la orbita sin resolver explicitamente el 
movimiento. En particular, se puede deducir un teorema potente y que induzca a meditar 
acerca de los tipos de fuerzas centrales atractivas que lleven a orbitas cerradas, es decir, 
drbitas en las cuales la particula llegue a trazar de imevo sus propios pasos. 

Ya hemos descrito un tipo de orbita cerrada, cual es la circunferencia centrada en el 
centra de fuerzas, Para todoi dado, esto tendra lugar si el potencial equivalente V (r) tiene 
un minimo o maximo a cierta distancia y si la energia E es igual a F(jv), E 1 requisite de 
que V* tenga un extremo equivale a la anulacion de/'en r 0 , to que conduce a la condicibn 
deducida anteriormente (eft. p. 97), 



( 3 - 41 ) 


que dice que la fuerza debe ser atractiva para que sean posibles las brbitas circulares. 
Ademas, la energia de la particula debe venir dada por 



nr 0 ) + 


f 2 

2mr^ ' 


(3 42 ) 


que, por la ecuacidn (3-15), corresponde al requisite de que en una orbita circular r es 
cero* Las ecuaciones (3-41) y (3-42) son elementales y conocidas. Implicanque para toda 
fuerza central atractiva es posible fcener una orbita circular a cierto radio arbitrario r 0 si el 
momenta cinetico l viene dado por la ecuacion (3-41) y la energia de la particula por la 
ecuacidn (3-42). 

El caracter de la orbita circular depende de que el extremo de V* sea un minimo, como 
en la figura 3-8, o un maxima, como en la figura 3-9. Si la energia es ligeramente superior a 
la necesaria para una drbita circular para el valor dado de /, en el caso de un minimo de V* 
el movimiento, aun cuando ya no sea circular, seguira estando acotado, En cambto, si V 
presenta un maximo, la mas leve efevacion de E por encima del valor circular, ecuacidn 
(3-34), da lugar a un movimiento no acotado en el cual la particula se mueve atravesando 
el centra de fuerzas y alejandose hacia el inflnito para el potencial representado en la figu¬ 
ra 3-9, Tomando la terminologja de! caso del equilibrio est&tico, diremos que la drbita 
circular que surge en la figura 3-8 es estable; la de la figura 3-9 es inestable. La esta- 
bilidad de la drbita circular est£, pues, determinada por el signo de la segunda derivada de 
V r en el radio de la circunferencia, siendo estable cuando la segunda derivada es posit!va 
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la ecuacion de la orbita que asi e$« Luego, las unicas fuenas centrales que dan lugara 
orbitas cerradaspara todas las parttculas Hgadas son la inversamente proporcionai al 
cuadrado de la distancia y la ley de Hooke. * 

He a q\xi un resultado notable que da por bien empleados los engorrosos caletilos que a 
et nos llevan, La observacion astronomica nos ha llevado al hecho conocido de que los 
cuerpos celestes que est&n Jigados se mueven sigutendo orbitas que, en primera apnoxima- 
cion, son cerradas. En la mayoria, las desviacioncs respecto a una orbita cerrada son im- 
putables aperturbaciones tales como la presenciade otros cuerpos, Et predominio de 6rbi~ 
tas cerradas es cierto tan to si consideramos solamente el Sistema Solar como si obser- 
vamos los numerosos ejempios de las estrellas binarias que se ban examinado, Ahora 
bien, la ley de Hooke constituye una ley de fuerza cuya validez a todas tas distances 
resulta irreal, yaque implica una fuerza que crezca indeflnidamente hastael infinito. Asi 
pues, la existences de orbitas cerradas para una amplia gama de eondiciones iniciales nos 
lleva por si misma a la condusidn de que la fuerza gravitatoria es inversamente proporcio¬ 
nai al cuadrado de la distancia. Porejemplo, no necesitamos utilizarel caracter eliptico de 
las orbitas para Ilegar a la ley de la fuerza gravitatoria* 

Podemos enunciar esta conclusion de manera ligeramente diferente que tendra mas 
significado en la Fistca modema, El movimiento orbital en un piano se puede considerar 
compuesto de dos movimientos osdlatorios, uno en r y otro en 9. Que la orbita sea cerra¬ 
da equivale a decir que los periodos de las dos oscilaciones estin conmensurados —que 
son degenerados* Luego, el caracter degen erado de las orbitas en un camp a gravitatoria 
fija la forma de la ley de fuerza. Mas adelante encontraremos otras formulaeiones de la 
reladon entre la degeneration y la naturaleza del potencial. 


1-7 PROBLEMA DE KEPLER: FUERZA INVERSAMENTE PR0PORCIGNAL 
AL CUADRADO DE LA DISTANCIA 


La ley inversamente proporcionai al cuadrado de la distancia es la mas importance de 
todas las leyes de fuerzas centrales y merece un tratamiento detallado. En este caso, la 
fuerza y el potencial pueden escribirse en la forma 



(3 49) 


Existen diversas maneras de integrar la ecuacion de la orbita, siendo la mas sencilla sus- 


* Parece ser que a esta conclusion llqgo por primera vez J. Bertrand, Comptes Rendus, 77, 849-85 3 
(1873), por lo que se le da a veces el nombre de teorema de Bertrand. Vease mas literatura al respec¬ 
to en las references del final de este capitulo. 
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La naturaleza de la orbita depend© del valor de e segun el esquema siguiente; 


e > 

i. 

£ > 0: 

hip^rbofa. 

e = 

i. 

£ ^ 0: 

parabola. 

e < 

i. 

£ < 0: 

elipse, 

e = 

0, 

£ — — 

mk 2 , c 

circunferencia. 

2 2 


Esta clasificadon concuerda con el estudio cualitatlvo de las orbitas basado en el dla- 
grama energetico del potencial uni dimensional equivalente V, Ahora, la condicidn de mo- 
vimienio circular aparece de manera un tanto diferente, pero puede deducirse facilmente 
como consecuencia de las condiciones de cireularidad anteriores, En el caso de una drbi- 
ta circular, T y V son cons tan te s en el tiempo y segun ei teorema del virial 


£ = n v = 



Luego 


£ 



0 5R) 


Pero segtln la ecuacion (3“41 ) t para el equilibrio emre la fuena central y la ^fuerza 
efectiva», podemos escribir 


k __ t 2 _ 


o sea 



mk 


(3 59) 
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o sea 


h' 

2mk 2 




13 67 ) 


Es esta ona refacibn inmediata parar en funcibn de 6; la inversion para obtener 0 en un ins¬ 
tants dado exige resolveruna ecuarion cubica en \g{6/2) y luego hallar el arc tg correspon¬ 
dents Ladistancia radial en el instants dado $e da emonces mediants la ecuacidn orbital 
En el case de movimiento eliptico* la ecuacidn (3-65) se integra mas convenientemen- 
te mediante una variable auxiliar llamada anomalia exc&ntrica* y definida por la 
relacidn 


r = ail - ecos^). 


(3“68) 


Comparando con la ecuacidn (3~64) de la drbita, queda ciaro que ip tambien cubre el in- 
tervaio entre 0 y 2ir cuando & evolucbna a lo largo de una revolucidn completa v que el oeri- 
Helio tiene lugar en ^ = 0(donde 6 — 0 por eonvenio) y el afeJio en $ = tt *» 0 „ Podemos dar 
a 8 una interpretacidn geometrica* pero solo tiene interes histdrico {ver, p, ju, McCuskey, 
Introduction to Celestial Mechanics » p. 45), ExpresandoE y / en funcidn dea, e y k , !a 
ecuacidn (3-65) podra eseribirse, para el movimiento eliptico, en la forma 


i = 



(3 69) 


donde, por el eonvenio aeerca del tiempo de partida, r Q es la distaneia al periheiio. La 
sustitucidn de r en funcibn de $ mediante la ecuacidn (3-68) reduce esta integral tras 
algunas traiisformacbnes, a la forma simple 


t = 


{1 — a cos \p) d\p< 


(3-70) 



* El nombre esta rd scion ado con la terminologi&de La astronomia medieval en la eual a 0 se le daba 
el nombre de anomalia verd&dera* 
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Una pequefta transformacibn algebraica nos permits poner esta ex pres ion en la fonna 


cos 0 = 


m 

cos ijt — e 
1 — e cos \jj 


(3-77) 


Sumando y restando sucesivamente de la unidad los dos miembros de la ecuacion{3-77) y 
dividiendo las dos ecuaciones resultantes, llegamos a 




t 
2 ' 


(3-78) 


La ecuacidn {3-77} o la(3-78) nos dan, pues, 6 conocidaLa solucion de la ecuacion de 
Kepler trascendente (3-76) que de el valor de ^ correspondiente a un tiempo dado 
constituye urs problems que ha llamado la atencion de muchos matematicos famosos 
desde que Kepler planted la euestion a principles del siglo xvil Por ejemplo, Newton 
contribuyo con lo que hoy llamariamos una solucion analogic a. Verdaderamente, 
podemos pretender que en la pr£ctica necesi tamos resolver la eeuacion de Kepler con la 
aproximacion del segundo de areo para toda la gama de excentricidades y ello constitutria 
el ortgen de muchos desarrollos de matematica numeric a de los sigjos xvin y xtx* Enlos 
ejercicios de este capitulo se consideran algunos de los mas de cien metodos de solucion 
desarrollados en la 6poea anterior a los ordenadores. 


3-9 VECTOR DE LAPLACE-RUNGE-LENZ 


El problema de Kepler se distingue tambidn por la existencta de un vector conservative 
adicional al momenta cinetico. En el caso de una fuerza central, la segunda ley de Newton 
del movimiento se puede escribir vectorialmente en la forma 

p = f(r) I. (3-79) 

r 


El producto vectorial de p por el vector momento cinetico constante L podr&, por tanta, 
desarrollarse en la forma 


i m fl r K t n 

p x L = -[r x (r x r)j 


r 


- [r( r *r) - c J rJ. 

r 


(3-KO) 
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ecuacion de la drbita que da r en funcion de 8. Hemos visto que, en general, las orbitas 
correspondientes a movimienfos debidos a fuerzas centrales no suelen ser cerradas; ios ra- 
zonamientos de § 3-6 dexnostraban que las orbitas cerradas implicaban condiciones un 
tanto restrictivas impuestas a la forma de la ley de fuerza. Es ima propiedad de las orbitas 
no cerradas que la eurva llegara a pasar por un punto (r t 8) arbitrary cualquiera que esfe 
entre las cotas de los ptintos de retorno de r, Podemos ver esto intuitivamente partiendo de 
la naturaleza no eerrada de la orbita; al variar 6 a lo largo de todo un ciclo* la parties la no 
debera nunca recorrer de nuevo sus pasos sobre nmguna orbita anterior, Asi pues, la 
ecuacibn de la orbita sera tal que r sea una funcion multiforme de 8 (modulo 2 7t) f en 
realidad es una funcion tnfimtiforme de 8. La cantidad conservada correspondiente 
adicional &L y E que define la 6rbita deberd contener an&Jogamente una foncion infinite 
forme del movimiento de la particu!a, Solamente cuando las orbitas sean cerradas o, mas 
gene raiments, cuando el movimiento sea degenerado, como en el caso del problems de 
Kepler, podemos esperar que la cantidad conservada adicional sea una funcion algebraica 
sencilla de r y p tal como el vector de Laplace-Runge-Lenz. Segiin estos razonamientos, 
podriamos esperar que existiera una anaiogta sencilla de un tal vector para el caso de la ley 
de Hooke en donde t segun hemos visto, las orbitas son tambien degene radas, A si sucede, 
con la diferencia de que la manera natural de formular la constante del movimiento no nos 
lieva a un vector sino a un tensor de segundo orden (v, §9-7)* Asi pues, fa existencia de 
una constante o integral del movimiento, ademas de E y L» que sea una funcion algebraica 
simple de movimiento, es suficiente para indicar que el movimiento es degenerado y las 
orbitas acotadas cerradas* 


3-10 DISPERSION EN UN CAMPO DE FUERZAS CENTRAL 

Desde un punto de vista histbrico, el interes acerca de las fuerzas centrales surgib en los 
problem as astronbmicos del movimiento planetaria. Sin embargo, no hay razbn alguna 
para que solo las consideremos en ese lipo de problemas; ya hemos mencionado las 
orbitas en el atomo de Bohr, Otra cuestion que podemos estudiar mediante la Mecanica 
ciasica es la dispersion de particulas por campos de fuerzas centrales, Desde luego, si el 
tamafto de las particulas es de orden atdmico, debemos esperar que ios resultados 
especificos de un tratamlento clasico sean a menudo incorrectos desde un punto de vista 
fisicQ, ya que en tales regiones suelen ser importantes los efectos cuanticos* A pesar de 
todo, hay muchas predicciones clasicas que siguen siendo validas con buena aproxi- 
maciom Mas importante aiin^ los procedi mientos de description de los fenbmenos de 
dispersion son los mismos en la Mecanica ciasica que en la cuantica; podemos aprender a 
hablar el lenguaje igualmente bien basandonos en la Fisica ciasica* 

En su formulacibn para un cuerpo, el problema de la dispersion se ocupa de la 
desviacion de particulas por un cemro de fuenas. Consideremos un haz uniforme de 
particulas —da igual que sean electrones, particulas o pianeta$“ todas de igual masa y 
energia que mciden sobre un centro de fuerzas. Podemos suponer que la fuerza disminuye 
tendiendo a cero a grandes distancias. El haz incidents se caracteriza especificando su 
intensidad / (tambien llamada densidad de flujo), la cual da el numero de particulas que 
atraviesan en tinjdad de tiempo la umdad de superficie colocada normalmente al haz, Ai 
acerearse una part/eula al centro de fuerzas ser3 atraida o repelida y su orbita se desviara 
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o bien 


G - rr - 2 




n 


sdu 


i - m _ sV 


(3-97) 


Las ecuaciones (3-96) y (3-97) rara vex se utiiizan, a no ser en el calculo numerico 
directo del angulo de dispersion. No obstante, cuande se disponga de una expresidn 
analitica para las orbitas, se puede a menudo obtener la relacion entre © y s casi por 
simple inspection. Ejemplo historic amente importante de an tal procedimiento lo tenemos 
en La dispersion repulsiva de particulas cargadas por causa de un campo coulombkno* El 
campo de hierzas dispersor es el creado por una carga fija -Ze al ejereerse sobre 
particulas incidentes que tienen carga — ZV; por tanto, la fuerza se puede escribir en la 
forma 


/ 


ZZe 2 
-1 


es decir, se traU de una fuerza repul si va inversamente proporcional al cuadrado de la 
distaiicia, Podemos trasladar aqui los resultados de § 3-7 sin mas que escribir la constante 
de la fuerza en la forma 


k = - ZZ'e 2 . < 3_98 1 

La energia E es mayor que cero y la drbita sera una hiperbola de excentricidad dada por* 




. ~~~2El 2 _ f I 2E^\ 2 

m(ZZ r e 2 ) 2 yj \ZZ'e 2 j 


(3 99 ) 


donde hemos tenido en cuenta la ecuacion (3-90), Si se toma iguai a n el angulo 0' de la 


* A Fm de evitar confusiones con la carga del electron e, represeniarenios la excentricidad, 
moment^earnerte T por £, 
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cuando 0 0 ffl * Pero para todos los angulos mayores la seccion eficaz es nub, ya que el 
angulo de dispersion no puede ser mayor que © m , El fenomeno de La subida inlmita de la 
seccion eficaz seguida de una desaparicion brusca es muy parecido a lo que sucede en la 
Optica geometrica de la dispersion de la luz solar por las gotas de lluvia* A causa de esta 
semejanza, e! fenomeno se denomina dispersidn en arco iris . 

Los ejemplos presentados hasta ahora corresponden a dispersion puramente 
repulsiva, Si en la dispersidn intervinieran fuerzas atractivas, podrian surgir mis compli- 
caciones. Et efecto de fa atraccion sen a tirar de la particufa hacia el centre en vez de 
producir la desviacion repulsiva hacia afuera representada en la figura 3~15. En 
consecuencia, el angulo que forma la direccion de mcidencia con la direccidn del 
periapside podra ser mayor que tt/ 2 y el angulo de dispersion que da la ecuacion (3-94) 
seria entonces negativo. Esto no constituye, en si mismo, una gran dificuitad ya que 
claramente es la magnitud de ® la que mterviene en la determinadon de la seccion eficaz, 
Ahora bien, en determinadas circunstaneias, el ingulo 0 calculado mediante la ecuacion 
(3-96) puede ser mayor que 2 tt, Es deck, la particula que sufre dispersibtx puede dar una o 
mas vueltas alrededor del centro de fuerzas antes de salir finalmente en la direccion desviada 

Para ver fisicamente como puede suceder esto, consideremos un poteneiai dispersive 
representado esquematicamente por la curvas = 0 de ia figura 3-17* Es conriente entre los 
potenciales intentioleculares que se suponen en muchos problemas de la teoria cinMea 
—poteneiai atractivo a grandes distancias que disminuye mis rapidamente que 1 /H y que a 
pequehas distancias se convierte en poteneiai re pul si vo rapidamente ereciente, Las otras 
curvas de la figura 3-17 muestran el poteneiai unidimensional efectivo V^r), ecuacion 
(3-22'), correspondiente a diversos valores del parametro de impacto s (o lo que es 

equivalente; diversos valores de /), Como la barrera centrifuga repulsiva predomina a 
grandes r para todos los valores de s > 0, el poteneiai equivalente correspondiente a 
valores pequehos de s presentara una cumbre, Consideremos ahora una particufa que 
incide con parametro de impacto $t y con La energia£' 1 correspondiente al maximo de ia 
cumbre. Segun indicamos en §3-3, la difereitcia entre E i y F(r) es proporcional al 
cuadrado de la velocidad radial a esa distancia. Cuando la particula incidents aleanza la 
position r, del maximo de V 7 Ja velocidad radial es nula, Recordemos de lo visto en § 3-6 
que tenemos aqui las condiciones para orbita circular inestable a la distancia r E . En 
ausencia de toda perturbacidn, una vez alcanzada r l} la particula que incide con 
parametros y s, recorreria indefinidamente un camino circular alrededor dei centro de 
fuerzas a dicha distancia sin salir ya nunc a. Para el mismo parametro de impacto pero con 
una energia E ligeramente mayor que E i1f no estableceria una orbita circular real. No 
obstante, cuando la particula esta en la inmediata proximidad de r % la velocidad radial 
seria muy pequena y la particula se mantendria en la proximidad de la cumbre un tiempo 
desproporcionadamente grande. La velocidad angular, 8, no estaria de momento afectada 
por ei maxima, estaria dada en r por 



Por tanto, en el tiempo que emplea La particula en atravesar la region de la cumbre la 
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Esios dos Angulos solo seran iguales si la segunda particula se mantiene quieta durante el 
proceso de dispersion. Sin embargo, en general, la segunda particula, aunque este en 
reposo inicialmente, se pone en movimiento a causa de la fuerza mutua que se ejercen 
entre si las particulas y segun se indica en la figura 3-19* los dos angulos lendran en taJ 
caso vafores diferentes, Por tanto, el problema de un cuerpo equivalents no da 
directamente el anguio de dispersion medido en el si stem a de coordenadas del labor atorio. 

La relation entre los angulos de dispersion © y 9 se puede determiriar examinando 
como tiene lugar la dispersion en un sistema de coordenadas que se mueva con el centro de 
mas a de ambas particulas. En dicho sistema* la cantidad de movimiento total es, desde 
luego* nuia y las dos particulas se moveran con cantidades de movimiento opuestas de 
igual modulo. En la figura 3-20 se ifustra la apariencia que el proceso de dispersion 
presents a un observador en el sistema del centro de masa, Antes de la dispersion, las 
particulas se mueven directamente una contra otra; despues, se alejan una de otra en 
sentidos opuestos de una misma direction. El anguio © que forman las directories inicial 
y final del vector relative debt* por tanto* ser igual al anguio de dispersion de una y otra 
particuta en el sistema del centro de masa. La relaci6n entre los dos angulos de dispersion @ 
y 9 se podra* pues, obtener considerando la transform acion entre el sistema del centro de 
masa y el sistema del laboratorio. Conviene aqui utilizar la terminologia de §3-1 con 
ligeras modificaciones: 


r, y Vj son los vectores de position y velocidad* despues de la 
dispersion de la particula ineidente l en el sistema del 
laboratorio* 

r\ y v\ son los vectores de posicion y velocidad, despues de la 
dispersion* de la particula 1 en el sistema del centro de 
masa y 

R y V son los vectores de posicidn y velocidad (constants) del 
centro de masa en el sistema del laboratorio. 
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FIGURA 3-20 

Dispersion de dos particulas vista en el sistema del centro de masa. 
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Problem a de los dos cuerpos 


Los angulos de dispersibn & y 0 oa solo tienen, en general, distinio valor, sino que 
los valores de la seccion eficaz differencial dependen de cual de los dos angulos se tome 
como variable independiente para a. La relacion entre las dos formas funcionales se 
obtiene a partir de la observation de que en un experimento particular, el mimero de 
parti cu las dispersadas por un elemento de angulo solido dado debe ser el mismo tan to si 
roedimos el suceso en fundbn de $ como en fimcibn de 0 . Este eounciado lo podemos 
escribir en forma de eeuacion de la manera siguiente: 


2nl&i&)sen&\d®\ = 27r/<r'(#)sen3|dUL 


o sea 


<r'{V) - <j(0) 


sen® 

dQ 

senS 

dl > 


= cr(0J 


i/(CDS0) 

d(cos #} 


(3-ny 


donde e/( 3 } es la seccion eficaz diferencial expresada en funcion del angulo de 
dispersion en el sistema del laboratorio. La derivada se puede evaluar faeiimente a partir 
de la ecuacion (3*110) y nos lleva aJ resultado 


cr'(.9) = n(0} 


(I + 2pcos0 + p 2 ) 3a 
I + p cos 0 


(3-116) 


Quiza deberiamos recalcar que <j(0) no es la seccibn eficaz que mediria un observador 
en el sistema del centra de masa, Tartto <j(0) como </(S) son secciones eficaces 
medidas en el sistema del laboratorio; s implement^ estan expresadas en fundbn de 
coordenadas diferenies* Un observador fijo en el sistema del centro de masa vena una 
densidad de flujo de paniculas incidentes distinta de la que se mide en el sistema del 
laboratorio y habria que incluir esta transformacibn de la densidad de flujo si (por alguna 
razon) quisieramos relaeionar las secciones eficaces medidas en uno y otro sistema. 

Los dos angulos de dispersibn presentan una relacion particularmente sencilla en el 
caso de dispersibn elastics cuando las dos particulas tienen igual masa* Se deduce 
entonces que p ” 1 y segiin la ecuacion (3-110) tenemos 


cos 14 - 


1 + cos© 


v 
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Problem a de fos dos cuerpos 


fisjcos samples, desarroiladas de manera histbrica, Aun cuando en el desaroilo predominan las 
patabras sobre las formulas, presupone que el lector tenga cierto conocimlento de la teoria de grupos 
y de la Mecanica cu&ntica. A bora bien, es con mucho el mejor repaso de lo que se creia en 1970 que 
era la relation entre simetrias y degeneraciones. Se describen las simetrias tanto del problem a de 
Kepler como del oscilador armonico, asi como las implicadones del teorema de Bertrand, 

R, G. Newton, Scattering Theory of Waves and Particles. Aun cuando este libro se ocupa 
principal mente de la teoria cu antic a de la dispersidn, el Capitulo 5 trot a la dispersion de particular 
cl&sicas y realiza un essudio conciso del « movimiento orbitab y las «aureolas>s basado en su mayor 
parte en la publtcacidn fundamental de K. W. Ford y J. A. W heeler, Annals of Physics (N. Y.) 7,259 
(1959), 


EJERCICIOS 

I■ Una particula de masa m esia obligada a moverse bajo la accidn de la gravedad sin rozamiento 
sobre el interior de un paraboloide de revolucidn cuyo eje es vertical, Ha liar el problems 
unidimeridional equivalente a e$te movimiento, £Que condict6n debe cumplirla velocidad initial de la 
particula para pmducir movimiento circular'? Hallar el periodo de las osci lac tones pequeftas respecto 
a este movimiento circular, 

2, Una particula se mueve en un campo de fuerzas centrales definido por el potencial 


V 



donde k y a son constants posit!vas, Utilizando el m£tododel potencial unidimensional equivalente, 
estudiar la naturaleza del movimiento, estableciendo las gamas de / y E apropiadas para cada tipo de 
movimiento. ^Cuando son posibles orbit as circulates? Hallar el periodo de las pequehas oscilac tones 
radiales respecto al movimiento circular. 

3. Dos particulas se mu even una respecto a otra segun orbit as circulares bajo la influence de 
fuerzas gravitatorias, con un periodo r . E n un instante dado se detiene bmscamente su movimiento 
y se sueltan despues dejandolas caer una en otra, Demostrar que choc an al cabo de un tiempo 

t /V 2. 

4. Consideremos un si stem a en d cual las fuerzas que se ejerzan sobre las d is tints s particulas 
cons is tan en fuerzas conservativas F' y fuerzas de rozamiento IJ proporcionales a la velocidad, 
Demostrar que para tal sistema el teorema del virial puede escribirse en la forma 



j 


con !q que el movimiento alcanza un estado estacionario y no puede extinguirse a consecuencU de las 
fuerzas de rozamiento. 


C opy riq hied materi a! 
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19, Desarrollando e sen ^ en serie de Fourier en o>t, demostrar que la ecuacion de Kepler tiene la 
solucidn formal 


' 2 

ij/ = <,>i + V -J 0 («ej senior, 

19 i n 


donde/ fl es la funcion de Bessel de orden n< Para argumentos pequefios, la funcion de Bessel se pue- 
de aproximar por medio de un desarrollo en serie de potencias del argumemo. En consecuencia, de¬ 
duct de este resultado los primeros terminos del desarrollo de f en potencias de e* Una buena fuente 
de informacion acerca de las propie dades de Eas funciones de Bessel la te nemos en el «,Handbook of 
Mathematical Functions » de Ahramowitz y Stegun, especial mente en la pagina 360, 

20. Si representamos por p a la diferencia tft — c*tf, podremos escribir la ecuacion de Kepler en la 
forma 


p - vuntotf + 


Se pueden obtener aproximaciones sucesivas a p desarrollando sen p en serie de Taylor en p y 
suslituyendo luego p por su ex pres ion dada por la ley de Kepler. Demostrar que la piimera aproxima- 
cion a p es p p dada por 




emtot 
t — c^COSojI 


y quq la siguieute aproximacion se halla a partir de 


sen(/) ; — /i,) = -«r'sen(iuf + /*,)(! + t'cosioO, 


expresio^ que es precisa hasta los terminos de orden e*. 

21. El periodo de la Tierra entre pasos sucesivos por el perihelio («ano anomalisticon) es de 
365,2596 dias sol ares medios y la excentricidad de la orbita es 0,0167504. Suponiendo movimiento 
en una orbita ellptica fcepleriana, ique Angulo llega a moverse la Tierra en la orbita, partiendo del 
perihdio, en un tiempo igual a un cuarto del afio anomalistico? Dar el resultado en grades con una 
precision no inferior a un segundo de arco. Puede utilizarse cualquier mbtodo, incluido el calculo nu- 
merico con una calculadora o con un ordenador. 


V 1 

22. En cl movimiento hiperbblico en un potendal Ur lo ana logo de la anomaba e x centric a esFdefi- 
nida por 


r “ td^cosli / — 1 1 


Taterial 


donde a (e — I) es la di&tancia de mayor aproximacidn. Haliar lo analogo a la eeuacibn de Kepler 
dando t a partir del tiempo de mayor aproximacidn en funcidn de F. 
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b) Se observa que en dispersion el a Stic a la seccton eficaz de dispersidn es isotropa en funcion de 
©. tCujtles son las distribuclones de probabilidad corcespondientes para la energia dispersada£ l de 
la particula incidente y para la energja de retroceso E 2 de la particula bianco? 

34. Demostrar que el ingulo de dispersion & en el sistema del iaboratorio esta relacionado con 
la energia antes de la dispersion y la energia E t despues, mediante la ecuaddn 


c< >s .V 


m 2 + *M| 

2m, 


n) 2 — m t 


_ »'iQ 


2m, V £, 2ni lv /£ (J £ l 
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CtrtenrtMics def cuerpo ngido 



FIG UR A 4-3 

Cosenos directores del sistema de ejes del cuerpo respecto a un sistema exterior de ejes. 


El vector 1' puede expresarse en funci6n de i, j, k por medio de la relation 


i' = + fi % j)j + iVk)k 


o sea 


i' = ij i + i J + k. 


14 3} 


Analogamente, los cosenos directores del ejey r con x, y, z pueden designate por , fii y 
fit y seran las componentes de jf en el sistema de referenda sin acentcx 


* 

J 


f 




(4 4) 


Para k* puede escribirse ima ecuacion analoga a la (4-4) t designando poi las 7 ios cosenos 
directores del ejer' P Estos conjuntos de nueve cosenos directores especifican por comple¬ 
te la orientation de los ejes x\y\z' respecto al sistema x t % z „ Podriamos invertirel pro- 
ceso y jutiiizar los cosenos directores para expresar los vectores unitarios i, j, k en funcion 


C opy rig h led m ateri a I 
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donde a llf a t2 ,„. constituyen un conjunto cualquiera de coeficientes consumes (indepen- 
dientes de x, x'}* Para stmphftcar el aspecto de mudias expresiones haremos tambien uso 
del convemo de suma que introdujo Einstein: Siempre que era un termino aparezca un 
indice dos o mas veces se entendera, sm que haya otros simbolos, que hay que sumar ei 
termino para todos io$ valores posibles de dicho indice, Asu las ecuaciones (4-12} podran 
escribirse, de acuerdo con este convenio, de k forma mas compacta 


j-V ' = L •£*.*. (4 ) 2 '} 

La aparicion repetida del indice j indica que el segundo miembro de la ecuacidn (4-12') es 
una suma extendida al indtce mudo j para todos los valores posibles (en este caso J = 1,2, 
3), Puede existir alguna ambigiiedad cuando haya potencias de una caniidad con indies y 
por ello, una expresion del tipo 



aparecera bajo el convenio de suma en la forma 


A>\> 


En lo quesigue ; se supondrd siempre queaplicamos el convenio de suma al leer las ecua- 
tiones w a me nos que se especifique otra cosa, Cuando sea conveniente, o para suprimir 
ambiguedades, se podra desarrollar explicitamente* en ocasiones., el simbolode sumatorio, 
por ejemplo cuando deban excluirse de la suma ciertos valores del mdice. 

La transformadon representada por las ecuaciones (4-11) solo es un caso particular 
de la transformadon lineal general (ec. 4-12) ya que los cosenos directores no son todos 
independientes. Podemos deducir aqui de nuevo las relacjones (4-8) entre los coeficien- 
t&s, en funcion de la nueva notacion. Como los dos sistemas de coordenadas son carte- 
si anos, ei modulo de un vector se da a traves de la suma de los cuadrados de sus 
componentes, Ademas, como el vector real permanece siempre el mismo independiente- 
mente de que sistema de coordenadas se utilice, el modulo del vector debe ser el mismo en 
ambos sistemas. En simbolos, la invariancia del modulo la podemos escribir en la forma 


V V . s= V V 
i f j r 


(4 J3i 


* Las ecuaciones (4-12) no constituyen, desde luego, el sistema mas general de ecuaciones de trans- 
formacion (cfr. p. ej,, los que llevan de las r a las ec. 1 -38)- 
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Cmematica dei cuerpo rigtdo 



FIG UftA 4-5 

Interpretation de una transformad6n ortogonal como rotacidn del vector, dejando invanado 
el sistema de coordenadas. 


A pesar de esto debemos serial ar que, sin cambiar la matematica formal, A tambien 
puede considerarse que es un operador que acttia sobre el vector r, transformandoSo en 
otro vector rC 



14 19) 


estando expresados am bos vectores en el mis mo si sterna de coordenadas. Asi, en dos di¬ 
mensioned en vez de hacer girar ef sistema de coordenadas en sentido anti horario 
podeittos hacer girar el vector r en sentido horario un angulo 0 dando un nuevo vector rC 
Las componentes del nuevo vector estaran rel&cionadas con las del antiguo mediante las 
mismas ecuaciones (4-12) que describen la transformacion de las coordenadas, Por tanto, 
desde un punto de vista formal, no sera rteeesario utifizar t\ parentesis en la ecuadon (4- 
18); en vez de elto, podremos escribirla en la forma de la ecuactdn (4-19) e interpreter la 
tanto como operacion sobre el sistema de coordenadas cuanto como operacion sobre el 
vector, El algebra sigue siendo la misma independiente de cual de estos dos puntos 
de vista sea el que sigamos, La mterpretacidn como operador que actua sobre las coorde¬ 
nadas sera la mas pertinente cuando se utilice la transformacion ortogonai para especi- 
ficar la orientacton de un cuerpo r igido. En cambio, la nocion de operador que transform a 
un vector en otro es la que tiene una aplicacion mas am pH a. En el tratamiento matematico 
se empleara libremente una u otra interpretation* segum convenga al caso iralado. Desde 
luego, debemos recalcar que la naturaleza de la operacion represented^ por A cambiara 
segun cual sea la imerpretacion que tomemos, Asi, si A conresponde a uaa rotacion 
antihoraria de un angulo0 cuando se aplique al sistema de coordenadas, corre spender a a 
una rotacion de sentido horario cuando aplique al vector, 

En otros tipos de transform a done s de coordenadas mas generales que las transfer- 
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Sustituyendo la x i dada pot (4-27) ers la ecuacion (4-28}, esta queda en la forma 



= ^ijX f r 


(4-29) 


Como las componentes de r son independientes, la ecuacion (4-29) solo sera correcta si 
la suma se reduce identicamente a jr*. Por tanto, el coeficiente X* deberit ser l para j — ky 
cero para j # A; en simbolos. 


*ki a tj = <V 


[4 30) 


Vemos faeilmente que el primer miembro de La ecuacion (4-30) es el elemento matricial 
del product© AA _] , mientras que el segundo miembro es el elemento matricial de la llama- 
da matriz unidad 1: 



0 0 1 
t 0 
0 lj 


La ecuacion (4-30) podra, pues, escribirse en la forma 


AA 1 =s 1 


[4 32) 


la cual Indica la razon de llamar matriz mversa a la A" 1 * La transformacion correspoii- 
diente a 1 se denomina transformation idemidad y la cual no produce cambio alguno en el 
sistema de coordenadas; 


x — 1 x. 


Analogamente* multiplicando una matriz cualquiera A por 1, en cualqtiier orden, A queda 
inalterada: 


1A - A1 = A, 


C opy f ig hied m ateri aJ 
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Una matriz cuadrada que sea tgua! a $u traspuesta, 

Aij = A j( , 


se dice (por razones obvias) que es simetrica. Cuando la traspuesta sea la matriz cam- 
biada de signo, 



se dice que la matriz es antisimetrica o hemisimetrics Es evidente que en las matrices 
antisimetricas los elementos de la diagonal principal son todos nulos. En el caso de una 
matriz cuadrada cualquiera A, la matriz A t defmida por 


A, = j(A + At 


es simetrica y podremos definir la matriz antisimetrica 


A, = j(A — A). 


Result a evidente que 


A = A + A, 


y 



Asociada a la action de matriz traspuesta esta su compleja conjugada a la que los 
fisicos II a man matriz a^junta, la cual se indica mcdiante un obelisco, +; 


A f = (A)* 


(4 Wl 


C opy rig hied m atari a! 
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S 



F1GURA 4-6 

Inversion de los ejes de coordenadas. 


los ejes de coordenadas (cfr. fig. 4-6). Tal operacion trans forma un si sterna de 
coordenadas dextrogiro en otro levogira y se denomina inversion o rejlexidn de los ejes 
de coordenadas. 

For la misma naturaleza de esta operacion, queda claro que la inversion de un sistema 
dextrogiro en otro levogira no puede lograrse mediante n in gun cambio rigido de orien- 
tacidn de los ejes de coordenadas, Por tanto, una inversion no correspondent nunca a un des- 
plazarmento fisico de un cuerpo rigido. Lo que es cierto para $ lo sera igualmente para toda 
matriz cuyo determinante valga — 1, ya que dscha matrix se puede escribir en forma de pro- 
ducto de S por una matriz cuyo determinante valga +1 y por tanto incluye la operacion de 
inversidn. En consecuencia, no podra describirun cambio de orientaeion rigido. Por tanto, 
las transformaciones que represen ten el movimiento de un cuerpo rigido deberan limi- 
tarse a matrices cuyo determinante valga +1. Otro metodo para Uegar a esta conclusion 
parte del hecho de que la matriz de cambio debe evolucionar de manera contimia a partir 
de la matriz unidad la cual, desde luego, tiene +1 por determinante. Seria incompatible 
con la continuidad del movimiento que el determinante de la matriz cam blase repentina- 
mente, en algun instante, de su valor inicial +1 a — 1, Las transformaciones ortogonales 
con determinante igual a +1 se denominan propias y las de determinante — 1 impropias. 

Para describir el movimiento de cuerpos rigidos en la formuiacion de Lagrange de la 
Mecanica sera, pues, necesario buscar tres parametros independientes que especiflquen la 
orientacion de un cuerpo rigido de tal manera que la matriz ortogonal de cambio cones- 
pondietue tenga su determinante igual a +1, Tan solo cuando hayamos encontrado tales 
coordenadas generalizadas podremos escribir la lagrangiana del sistema y obtener las 
ecuaciones de Lagrange para el movimiento. En la iiteratura se han descrito algunos con- 
juntos de dichos parametros, si bien el m&s corriente y util lo constituyen los dngulos de 
Euler. Vamos a definir estos angulos y mostrar como se pueden expresar en funcidn de 
ellos los elementos de la matriz ortogonal de cambio, 

Podemos efectuar la transformation de un sistema de coordenadas cartesianas a otro 
por medio de tres rotaciones sucesivas efectuadas en un orden concreto. Se defmen enton- 
ces los Angulos de Euler como los tres angulos de rotation sucesivos. Dentro de ciertos 
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La verifkacidn de la multi pi icacidn y la demostracion de que A representa una matriz 
ortogonal propta, se deja como ejercicio. 

Hotemos que el orden de rotaciones utilizado para definir la orientation final del siste- 
ma de coordenadas es, hasta cierto pimto, arbitrario. La rotation initial podria tom arse en 
tomo a uno cualquiera de los tres ejes cartesianos, En las dos rotaciones subsiguientes, la 
linica limitation es que no puede haber dos rotaciones sticesivas en tomo a tm mismo eje, 
Por tanto, en la definicidn de los Angulos de Euler podra haber un total de doce convenios 
(en un sistema de coordenadas dextrogiro). Los dos convenios utilizados mas frecuente- 
mente solo difieren en la election de eje para la segunda rotacion. En las definiciones de 
angulos de Euler descritas anteriormente, que se utilizaran en todo el libro, la segunda 
rotacion tiene lugar respecto al eje x intermedio. A esta election la Uamaremos convenio 
x. EnMecanica cuantica, Fisica nuclear y Fisica de las particular se acostumbra a tomar 
la segunda rotacion definidora en torno al eje y intermedio* y a esta forma la Uamaremos 
convenio y. 

En aplicaciones tecnicas relativas a la orientation de vehiculos en movimiento tales 
como naves espatiales y satelites se utiliza corrientemente un tercer convenio. Los con¬ 
venios x e y tienen el inconveniente de que cuando el sistema de coordenadas con acento 
difiere poco del sistema sin acento, los Angulos <j> y ip no pueden distinguirse, ya que enton- 
ces sus ejes de rotacion respective^ z y z' son casi coincidentes. A fin de saivar este incon- 
veniente se toman las rotaciones en torno a ejes diferentes. La prtmera rotation tiene lugar 
en tomo al eje vertical y da el angulo de guinada. La segunda tiene lugar alrededor de un 
eje perpendicular fijo en el vehiculo y normal al eje de Ogura; la mide el angulo de 
inclinacidn o picado. Por ultimo, el tercer angulo es el de rotacion en torno al eje de fignra 
del vehiculo y es el dngulo de balanceo. Como en las rotaciones intervieuen los tres ejes, a 
este convenio se le da el notnbre de convenio xyz (aun cuando el orden de los ejes pueda 
ser diferente). A este ultimo convenio se le llama a veces angulos de Tait-Bryan. 

Aun cuando m este libro solo utilizaremos el convenio jc, a fin de comprender las 
referencias se consignan en el Apendice B todas las formulas en que intervienen los angu- 
los de Euler, tales como las matrices de rotation, segun los convenios y y xyz. 


4-5 PARAMETROS DE CAYLEY-RLE IN 

Y CANTIDADES RELACIONADAS CON ELLOS 

Hemos vis to que para espeeificar la orientation de un euerpo rigido solo se necesitan tres 
cantidades independientes. A pesar de todo, hay ocas ion es en las que conviene utilizar 
sistemas de variables que conte ngan un numero mayor que el mimmo de cantidades para 
describir una rotacion aun cuando no scan adecuadas como coordenadas generalizadas. 
Asi, Felix Klein introdujo el sistema de cuairo parametros que lleva su nombre para fad- 
litar Ea integration de problemas giroscopicos complicados. Los angulos de Euler son de 
difitil utilization en el caleulo numerico a causa del gran numero de funciones trigono- 


* A este respecto parece haber sldo decisive el empleo de Wigner en Group Theory and Its 
Applications to the Quantum Mechanics of Atomic Spectra y de Rose en Elementary Theory of 
Angular Momentum , 
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donde x\ y\z' son cantidades reales, El determinante de P tambien es invariante ante la 
transformaeion de semejanza (4-60), por lo que podremos escribir la igualdad siguiente: 



-lx 2 + r +Z 2 )^ ~{x ’ 2 + y fZ + 



Podemos dames cuenta de que este resultado constituye la condicibn de ortogonal id ad; 
exige que la longitud del vector r — + y\ + zk permanezca invariable en la trarn- 

formacibn, A cada matriz unitaria Q en el espacio bidimensional eomplejo, corresponde 
una transformacibn ortogonal real en el espacio tridimensional ordinance 

Las considerac tones siguientes nos ayudan a penetrar en la naturaleza de esta asocia- 
cioiL Designemos por B la matriz ortogonal real que hace pasar deias coordenadas x a las x\ 



y denote mos por la matriz unitaria asociada, 


P' = Q t PQ, T . 


Con la matriz A podemos realizar una segunda transform acid n ortogonal de x' a x'\ 


x 


J"X 


Ax\ 


con la matriz asodada a ls 


p w = Q 2 pa 2 \ 


Ahora bien, ia transform acion directa de x a x" la da la matriz C definida por 


C = AB. 


Correspondientemente, la transformacibn directa de P a P" la efectuara una transfer- 
macion de semejanza con cierta matriz Q 3 , que debe por tanto estar asodada aC. No 


C opy r iq hted m afleri a 




Yo u h aye e i th e r re a c h e d a p a g e th at i s u n a va i I a b I e fa r vl e vvi n g o r re a c h e d yo u r vi ewj n g li rn i t f o r this 

book. 



Yo u h aye e i th e r re a c h e d a p a g e th at i s u n a va i I a b I e fa r vl e vvi n g o r re a c h e d yo u r vi ewj n g li rn i t f o r this 

book. 



Yo u h aye e i th e r re a c h e d a p a g e th at i s u n a va i I a b I e fa r vl e vvi n g o r re a c h e d yo u r vi ewj n g li rn i t f o r this 

book. 


196 


Cinematics del cuerpo n'gido 


{El por que de esta election aparentemente rara de simbotos se adarara mas adelante, 
cfr. 213). En fruition de estas cuatro cantidades re ales, la condition determinants dada por 
la ecuacion (4-58) queda en la forma 







( 4 - 66 ) 


Con ana transformation algebraica sencilla se ve que la matriz A dada por la ecuacion (4- 
64) se puede escribtr en funcidn de los cuatro parametros reales en la forma 



*0 + (, i - e 2 ~ e i 

2(e l e l - « 0 e 3 ) 
^, e i e 3 +e o e i) 


2{e,i? i + e 0 e 3 ) 
el ef + e\ - e\ 
2(e 2 ey - e 0 e,) 


2(e,ej - e 0 e 2 ) \ 

2(e 2 e 3 4- e„e,) j 




(4-67) 


Queda ahora claro que los elementos matriciales son reales.t Tambien puede ponerse 
facilmente de manifesto que la matriz A en funcion de estos parametros no se puede poner 
en la forma de la trails form acidn de inversion S. El examen de los elementos no diago¬ 
nals y de sus traspuestos indica que se anulan todos si se anuian al menos tres de los para- 
metros, Entonces no se puede tomar el parametro restante no nulo de manera que los tres 
elementos diagonales (o solo uno de ellos) valgan —L For tanto, la representation de A 
mediante la ecuacion (4-64) o la (4-67) no podra describir una inversion de coordenadas 
ni n in gun a transformation ortogonal impropia. Los parametros de Cayley-Klein se 
pueden expresar en funcion de los angulos de Euler correspond! entes: si hay necesidad, 
por comparacidn directa de los elementos de la ecuacion (4-64) con los elementos ex- 
presados en funcion de 0, 8 y iff. No obstante, resulta mas sencillo e instructive constmir 
primeramente las matrices Q correspondiemes a las rotactones sucesivas separadas que 
definen los angulos de Euler y luego combinarlas para form a r la matriz completa. Asi, el 
angulo <f> se ha definido mediante una rotacidn en torno ai eje z, donde la transform acidn, 
en funcion de x+, x_ y z aparece en la forma 


a-; 


m 


+ A los cuatro parametros reales e l , e 2 , (o ligeras variantes de los mismos) se les da a veces en 
la iiteratura el nombre de parametros de Cayley-Klein, si bum lo mas correcto historieamente es 
llamarles parametros de Euler. 
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las matrices de giro de Pauli constituyen un sistema de cuatro matrices independientes, En 
consecuencia, toda matriz 2 X 2 que contenga cuatro cantidades independents se podra 
expresar en forma de funcion lineal de eilas* Asi, expresada en funcion de Jos parametros 
de Euler, la matriz Q se podra escribir en la forma 


Q = c 0 1 + i(e ) G l + e 2 a 2 + *3*3)1 


(4-74) 


forma que empieza a explicar por que se han elegido esos simbolos para los parametros* t 
Las matrices Q para una rotacion en tomo a un eje de coordenadas se pueden expresar en 
ftmcion de las cr de manera particnlarmente sene ilia. For ejemplo, la para ia rotacidn 
alrededor del eje x (ec, 4-69) puede escribirse en la forma 



„ 0 0 
= 1 cos- + ro\ sen-. 
2 1 2 


( 4 - 75 ) 


Analogamente, la matriz para la rotacion alrededor del eje i tiene la forma 



/ ^ 

/ cos - + Jsen ? 
0 


<p 



(4 76} 


y puede compararse directamente que una rotacion alrededor del eje y tiene la misma 
forma matricial que en (4-76) sustituyendo 03 por 0 2 * Todas las matrices de rotacion 
elemental vienen, pues, dadas por expresiones analogas que solo contienen la matriz 
unidad y la matriz 0 correspondiente, Por tanto, cad a una de las matrices de giro de Pauli 
esia asociada a la rotacion en tomo a un eje particular y puede pensarse que es el gtrador 
unidad para dicho eje, 

Haciendo uso de las propiedades de multiplication de las matrices de giro de Pauli, 
puede demostrarse (cfr. Ejercicio 13) que la matriz de rotacion elemental Q* dada por la 


+ El perito en Mate malic a un tanto arcaica recouocera en la ecuacion (4-74) una matriz cuatemio, 
cantidad inventada en 1843 por Sir William R. Hamilton, Aqui es el e scalar (cuatemio) y la canti- 
dad entre parentesis es el vector del cuaternio. 
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ponentes X, Y y Z del vector propio R* Como tales, nunca podran dar valores deftmdos de 
las ires componentes si no solo coc rentes entre las componentes. Ft si cam ante, esto 
eorresportde a la circunstancia de que solo puede fijarse la direction del vector propio; su 
modulo que da indeterminado. El producto de um constante por un vector propio es otro 
vector propio. En todo easo* por ser bomogeneas, las ecuaciones (4-81) solo pueden tener 
soludon cuando sea nulo el determinants de I os coeficientes: 


| A - ;.i | 


"21 

«31 


a 


] 2 


a 




a 22 ~ / 
"3 3 


"2 3 

"3 3 “ * 


= 0, 


(4-82) 


La ecuacion (4-82) se denomina ecuacion caracteiistica o ecuacion secular de la matriz, 
y los valores de X para los cuales se satisface la ecuacion son los valores propios buscados. 
El teorema de Euler se reduce a deck que para las matrices ortogonales reales consi- 
deradas, ia ecuacidn secular debe tener la raiz X — +1, 

En general la ecuacidn secular temdr& tres ratces a las que corresponderan tres 
vectores propios. For sermasconveniente, en lo que sigue utilizaremos lanotacion X } ,X 2 , 
X 3 en vez de la X, Y t Z. Con dicha notacion, las componentes de los vectores propios las 
representaremos por X lk> donde el primer subindice indlca la components particular y el 
segundo de cual de los tres vectores propios se trata. Entonces, podremos representar un 
elemento generico del grupo de ecuaciones (4-81) eseribiendo (con sumatorio explicito) 


X ik 


o bien 


- I VW 

J i 


(4-83) 


Los dos miembros de la ecuacion (4-83) tienen la forma de producto de matrices; el pri¬ 
mer miembro es el producto de A por una matfiz X que tenga por elementos X lt y el segun¬ 
do miembro es el producto de X por una matriz cuyo elementoj'X-esimo es La ultima 
matriz es diagonal y los elementos de su diagonal son los valores propios de A, Por tanto, a 
esta matriz la designaremos por X: 


/ A , 0 

JL= 0 

I 0 0 


0 \ 

0 L {4 841 
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La traza de A' es, simplemente, 

1 + 2cgs<1» 

Como la traza es siempre invariaote ante una transformacion de semejanza, la traza de A 
respecto a todo si sterna de cpordenadas inicial debera tener la misma forma 


TrA = a { - ^ I + 2cosO, 


14 91 } 


que nos da el valor de en funcidn de los elementos de la matriz, El angulo de rotaddn <E> 
debe identificarse tambien con el angulo de fase de los valores propios complejos A, yaque 
la suma de los valores propios es predsamente la traza de A en su forma diagonal (ec. 
4-84), En virtud del teorema de Euler y de las propiedades de los valores propios, dicha 
suma vale 


TrA = k x - 1 + ^ + = 1 4- 2 cos d> 

i 


Vemos que los casos en los cuales todos los valores propios son reales son, en re alidad* 
cases particulares de A en los que los valores propios sean complejos, Cuando todos los \ 
valgan -f 1 tenemos un angulo de rotacidn — 0 (transformacidn identidad), mientras que 
el caso en el cual haya un valor propto doble — 1 corresponde a O = tt, segun ya dijimos. 

Los preceptos referentes a la direccidn del eje de rotadon y al angulo de rotacidn no 
carecen de ambigtiedad. Evidentemente, si es R un vector propio, tambien lo sera — R, ya 
que no se especifica el senttdo de la direccidn del eje de rotacioiu Ademas, —*P satisface la 
ecuacion (4-9 J) si la satisface Esta claro que la solucidn de valores propios no fija um- 
vocamente la matriz de transformacion ortogonal A, De la ecuacion secular en forma de 
determinante (ec. 4-82) se deduce que la matriz inversa A^ 1 = A tiene los mismos valores y 
vectores propios que A. No obstante, las ambigiiedades se pueden mejorar asignando <£> a 
A y a A^ 1 s y fijando el sentido de los ejes de rotacion mediante la regia del tornillo a 
derechas. 

For ultimo, debemos mencionar un corolarto inmediato del teorema de Euler 11 am ado 
a veces 


Teorema de Chasles: el corrimiento mas general de un cuerpo rigido es una trastacion 
mas una rotacion. 


La demostracion detail ad a la vamos a dejar- Simplemente, suprimiendo la ligadura al 
movimiento con un punto fijo se introducen tres grados de libertad de traslacion para el 
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CinemattcQ def cuerpo rigido 


par la ecuacion (4-93) coinciden con los parametros de Euler iutrodugidos en §(4-5) (de 
aqui la eleccibn de k notation), La ecuacion (4- 94) es, pues, la misma que la condi¬ 
tion (4-66), 

La identification de los parametros de Euler nos permite ahora expresar muchos resuL 
tados anteriores en funcion del angulo de rotation y de la direction del eje de rotacion, Asi, 
la primera de las ecuationes <4-7 2 r ) combinada con la ecuacion (4-93) nos da de mantra 
inmediata el angulo de rotacion en funcion de los angulos de Eulen 


<l> (h + tl/ 0 

cos — cos -- - cos - . 

2 2 2 


<4 97 } 


Desde luega este resultado tambien puede obtenerse, con ayuda de la Trigonometria, a 
partir de la traza de la matriz A (ec, 4-46). La matriz unimodular 2 X 2 Q, homomorfa con 
la matriz de rotacion A, tambien puede escribirse en funcion de los parametros de la rota- 
cion, partiendo de la ecuacion (4-74) escrita en la forma 


Q = tf (} 7 4 - ic ■ «r. 


En virtud de la ecuacion (4-93), G aparece tambien en la forma 


Q -= 1 cos 


Q 

2 


O 

4 m- asen—. 

2 


(4 9H\ 


La ecuacion (4-98) es la generalization inmediata de la ecuacion (4-75) a un eje de rota- 
cion arbitrario y se podria haber obtenido a partir de elk mediante un cambio de coorde- 
nadas adecuado, De manera semejante, la analogia correspondieitte a la ecuacion (4-77), 
la representation exponential de es 


Q — 4* ^ 2 > 


(4 991 


con las mismas consideraciones en lo que se refiere al significado de la exponencial de una 
matriz. 
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Cinematics del cuerpo rigido 


Como los elementos di agon ales de una matriz antisimetrica son necesariamente nulos, 
era toda matriz antisimetrica 3X3 solo podra haber ires etemeiHos distintos. For tanto, 
no se pierde generalidad al escribir e en la forma 


1 

0 


-dn 2 \ 

II 

- <Klj 

0 

dQ t 

1 

<;a 2 

-</n, 

0 j 


(4 105) 


Las ties cantidades 4Q,, dfl 2T tffl^esta claro que deben identiflearse con los tres para- 
metros independientes que especifiean la rotacion. Vamos a demostrarque estas ties can- 
tidades constituyen tambien las componentes de un tipo particular de vector. En virtud de 
la ecuacibn (4-102), el cambio de las componentes de un vector ante la transformacibn 
infinitesimal del sistema de coordemidas puede expresarse medianie la ecuacion matricial 

x — x = dx — ix, ^ rtJ6( 


que m forma desarrollada, con e dada por (4-105), queda en la forma 

rf.v x — x z dCl 3 — x$dQ 2 
dx 2 — x 3 dQj - x, 4ft, 
d.Xj — x , ilQ 2 — v 2 dQ ( . 


El segundo miembro de cada una de las ecuaciones (4-107) tiene la forma de una compo- 
nente del producto vectorial del vector r por un vector dtl que tenga por componentes t 

dC lj, 4ft Podemos por tamo escribir las ecuaciones (4-107) en la forma equi- 
valente 


dr “ r x 4 £L 


(4 10 8) 


f No podemos insistir demasiado en que 40 no sea la diferencial de un vector. Lacombinacibn dQ re- 
presents un vector diferencial, es decir T un vector de modulo diferencial. Lamentablemente, la 
notacibn solo aplica la caractenstica de vector a O, pern debe quedar claro al lector que no existe 
ningun vector del eual dfl represente la diferencial. Segun hemos visto, una rotacion fvnita no puede 
representarse por un solo vector; 
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Cinematic a del cuerpo ngido 


(jk 9 mientras que valdra 4-1 6 —! segun que ijk sea una permutacidu par o impar de 1,2, 
3« Asi pues t en funcion del simbolo de permutacion, la ecuacion {4-113) de las componen- 
tes de un producto vectorial puede escribirse en la forma 





D A 


(4 113') 


(donde hcmos utilizado el habitual cotivenio de suma). Ademas, la formula de la rotacion 
(4-96) en funcidn de los parametros de Euler se puede escribir en la forma 



- e k e k ) + + 2r f 


Hk 




(4 114) 


donde la suma se extiende a los valores 1, 2, 3 para los indices que se repiten. Los de- 
mentos de la matrix ortogonal de transformacion A pueden ahora expresarse de manera in- 
mediata en funcion de los parametros de Euler, atendsendo a I coeficiente de x ; en la 
ecuacion (4-114): 



e k e k ) + 2e i e j + 2 c 


& it 


{4 l 15) 


Facil es ver que esta formula tan compacts describe en verdad todos los elementos matri- 
ciales de la ecuacion (4-67). 

Las descripciones de rotacion presentadas hasta ahora en este capitulo se handesarro- 
tlado a fin de represents r la orientacion de un cuerpo rigido. Se ha hecho res altar que Las 
transforniaeiones comportan en primer lugar la rotacion del sistema de coordenadas. La 
interpretacido «activa» correspondiente de la rotacion de un vector en un sistema de coor¬ 
denadas fijo implies, piles, una rotacidn en sentido opuesto, es deck, en sentido horario. 
Pero para tal cuestion existen much as zonas de la Mecanica o de la Ftsica general en las 
que nos ocupamos de los efectos de la rotacidn del sistemafisico y de los vectores a el aso- 
dados. Ya hemos senalado (§ 2-6) la relacion existente entre la invariancia del sistema en 
rotacidn y la conservacidn del momenta cinetico, En dichas aplicacioites es neeesario con- 
siderar las consecuencias de la rotacion de vectores en el sentido antihorario usual. A fines 
de referenda, vamos a consignar aqui algunas formulas de rotacion vistas anteriormente, 
pero para rotacion de vectores en sentido antihorario. Todas las ecuacionesy emtnaiades 
desde aqui hasta el final del apartado s6lo son op Ii cables a dichas rotaciones anti- 
horarias . 

La formula (4-92) para la rotacion se convierte en 


r‘ = rcos d) + n{irr)[l - co^ OJ 4 (n x rlsenO. 14 924 
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Cinematics del cuerpo rigido 


Al irse moviendo el cuerpo, variaran las componentes G } asi como los elementos a$ de 
la matriz de cambio, Luego la variactbn de G i en un element© de tiempo di es 


dG t - a^dG j + dajfi]. 


(4 122) 


Sin que se pierda por ello generalidad, podemos tomar los ejes del espacio y del cuerpo 
coincidentes instantaneamente en el tiempo t. Por tanto, las componentes en am bos siste- 
mas scran instantaneamente iguales, si bien las di fere nc isles no seran iguales ya que los 
dos sistemas est&n en movimiento uno respecto a otro, Asi pues, G\ = Gj pero a is dG) — 
= dG* ti en donde ef acento recalca que la diferencial se nude en el sistema de ejes del cuer¬ 
po, La variation de la matriz A en el tiempo dt sera, pues, una variation respecto a la 
matriz unidad y por tan to corresponds a la matriz e de la rotation infinitesimal. Luego 




utilizando la propiedad de ser e antis i metric a, Poniendolos en funcibn del simbolo de 
permutation los elementos de € son tales que (cfr. ec. 4H05) 


€ ij ~ e i jk. — c ikj ’ 


Podemos ahora escribir la ecuacion (4-122) en la forma 


dGj - dG- + c ikj d£l k Gj. 


Demonos cuenta de que el ultimo termino del segundo miembro es la expresion de la com¬ 
ponents j-4sima de un producto vectorial, por lo que la expresion final de la relation entre 
diferenciales en ambos sistemas es 


dG, = dG\ + (dl* x G)., 


(4 123! 


que coincide con la components i-6sima de la ecuacion (4-119), 

La ecuacion (4-119) no es tanto una ecuacion acerca de un vector particular G como 
un enunciado de la transformacibn de la derivada temporal de un sistema de coordenadas 
a oiro. La naturaieza arbitraria del vector G utilizado en la deduction se puede poner de 
relieve escribiendo la ecuacion (4-120) en forma de operador que aetue sobre tin vector 
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Cmematica del cuerpo rig/do 


El primer parentesis de esta expresion da la velocidad angular rdativa al radio vector 
respecto al So!. La cantidad del segundo parentesis es el cociente entre el niimero de dias 
sidereos de un afio y el numero correspondents de dias solares. Es el factor de correccion 
para dar la velocidad angular rdativa a las estrellas fijas. Con este valor de y siendo r 
igual al radio ecuatorial, la aceleracion centripeta maxima sera 


vrr = 3,38cm/ s? , 


o sea, un 0,3% de la aceleracion de la gravedad, Aun siendo pequefia, esta aceleracion no 
es despreciable. No obstante, los efectos medidos de la gtavedad representan la combina- 
cion del campo gravitatoriode la distribucidn de masa de la Tierra y los efectos de la acele¬ 
racion centripeta, Se acostumbra a hablar de la suma de ambos llamandole campo de la 
gravedad lerrestre, para distinguirla de su campo gravitatorio, 

La situacion la complica adn mas el efecto de la aceleracion centripeta que achata a la 
Tierra en su rotacion. Si la Tierra fuese completamente fluids, el efecto de la rotacion seria 
deform aria dandole forma de elipsoide cuya forma fuese !a de una superficie equipo- 
tencial del campo de la gravedad combinado. El nivel de los mares de la Tierra se adapta 
muy aproximadamente a este elipsoide de equilibrio(salvo las variaciones locales de vien- 
tos y mareas) y define to que se llama el geotde de la Tierra, Salvo an lo que se refiere a 
perturbaciones locales, la fuerza de la gravedad sera perpendicular a la superficie equi- 
potencial del geoide, En consecuencia, la vertical local sera, por deFmicion, la direccton 
perpendicular al geoide en el punto dado de la superficie. Para los fenomenos que tienen 
iugar en la proximidad de un punto particular de la superfie terrestre, los terminos de ace- 
leracton centripeta de la ecuacion (4-129) pueden eonsiderarse induidos en la acelera- 
don de la gravedad g, que estara orientada segun la direccidn de la vertical local. El 
modulo de g varia, desde luego, con la latitud terrestre. Los efectos de la aceleracion 
centripeta y del achatamiento de la Tierra se eombinan para hacer que g sea aun 0,53% 
menor en el Ecuador que en los Polos, 

Ineidentalmente, la fuerza centrifuga que se ejerce sobre una particula a causa de la 
revolucion de la Tierra alrededor del Sol es apreciable frente a la gravedad, pero esta 
equilibrada casi totalmente por la atraccion gravitatoria del Sol. Desde luego, este equili- 
brio entre !a fuerza centrifuga y ia atraccion gravitatoria es lo que mantiene a la Tierra (y a 
todo lo que esta sobre elia) en orbita alrededor del Sol. 

La fuerza de Coriolis que se ejerce sobre una particula en movimiento es perpendicu¬ 
lar a to y a v.* En el hemisferio norte, en donde m sale del suelo, la fuerza de Coriolis, 
2m(v X to) tiende a desviar a un proyectil disparado a lo largo de la superficie terrestre 
hada la derecha de su direccion de movimiento; cfr, fig. 4-12. La desviacion de Coriolis 
tiene sentido opuesto en e! hemisferio sur y es nula en el ecuador, donde tries horizontal. 
El modulo de la aceleracion de Coriolis es siempre menor que 


2<tn' 2 = 1,5 x 10" 4 r, 


* De ahora en adelame. stiprimireTrios el subindice r de r ya que tomaremos todas la $ velocidades 
respecto a los ejes de coordenadas en rotacion. 
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Cinemtftica dei cuerpo rfgtdo 


Con estos valores, se puede integrar factlmente la ecuacion (4-131) y da la desviacion 


a = 


m 

3 


f J $entf 


o sea 


A 


(o 

3 



Podemos obtener el orden de magnitud de la desviacion suponiendo 8 = tt/2 {que corres- 
ponde al Ecuador) y z = 100 m. La desviacion sera entonces, aproximadamente. 


x 2,2 cm, 


El experiment real es diftcil de efectuar, pues la pequeria desviacion puede quedar 
frecuentemente enmascarada por los efectos de las corrienles de at re, la viscosidad u otras 
irifluencias perturbadoras.* 

Mas facif de observar es el conocido experimento del pendulo de Foucault. Si se pone 
en osciiacion un pendulo en el polo morte en un piano dado del espacio, la componente 
normal al piano de so cantidad de movimiento es nula y seguira oscilando en este piano 
invariable mientras ia Tierra gira bajo el. Para un observador en la Tierra, el piano de 
osciiacion parece dar una vuelta por dia. En otras latitudes, el resultado es m&s comply 
cado pero el fenomeno es cualitativamente el mismo y dejamos como ejercicio el calculo 
detai l ado. 

Tambien en Fisica atomica aparecen efectos debidos a los terminos de Coriolis, Asi, 
en las molecuias pol iatdmieas pueden coexists dos tipos de movimiento: la molecula giro 
como conjunto rigido y los atomos vibran alrededor de sus posiciones de equilibrio. Estas 
vi brae tones bacen que los atom os tengan movimiento relative al sistema de coordensdas 
gjratorio de ia molecula, El terniino de Coriolis sera, pues, dtstinto de cero y bara que los 
atomos se muevan en una direccion perpendicular a las oscilacbnes origmales. De esta 
manera, las perturbaciones de los espectros molecuiares a causa de las fuerzas de Corio¬ 
lis aparecen en forma de interacciones entre los niveles de rotacton y de vi brae ton de la 
molecula. 


* Es facil demostrar, utilizando la ecuacion (4-131) T que una particula lanzada hacta arriba caera al 
sudo a l oeste del punto de lanzamiento inicial* 
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Cinem&tica del cuerpo rfgido 


8, Si A es la matriz de una rotacion de 1 SO 1 alrededor de un eje cualquiera* demostrar que si 


P ± - ](1 ± A), 


sera P^_ = P t , Obtener bs dementos de P ± en un sistema adeoi&do cualquiera y hallar una mterpreta- 
cidn geometrica de la operation P + y P.„ sobre un vector cualquiera F. 

9, Expresar la ligadura de «rotadura» de una esfera sobre una superficie plana eti funcion de tos 
angulos de Euler. Demostrar que las condiciones no son integrabies y que, per tanto, la ligadura nots 
holonoma* 

10 4 a) Demostrar que la matriz ratacidn en la forma de la ecuacbn (4-67) no puede ponerse en la 
forma de la matriz de la tranformacbn inversion S. 

b) Comprobar por multiplicacion directa que la matriz de la ecuacion (4-67) es ortogonal. 

11. Demostrar que toda rotacion puede representarse por reflexion sucesiva en dos pianos que pasen 
ambos por el eje de rotacion formando entre eilos un angulo piano de 0/2* 

12, Si 8 es una matriz cuadrada y A es la exponential de 8, definida por el desarrolio en serie de la 
exponencial. 


B" 

A s t> B 1 + B + 4B* +■ ■ - - + + ♦ 

1 n* 


probar las sigui ernes propiedades: 

a) t ,B £ >c — e a c con tal que B y C conmuten. 

b) A 1 = e B 

c) ^esc 1 = CAC “ 1 

d) A es ortogonal si B es antisimetriea. 

e) t?*® es unitaria si B es hermitica. 

13, Demostrar que se puede escribir simbdlicatnente en la forma 


Q = e 

■if f 


donde la exponencial representa su desarrolio en serie, cuyo primer termino es 1, 

14* a) Demostrar que las ires matrices spin de Pauli anticonmutan entre si, es deeir, que 
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Ecuaciones de movimtento del cuerpo rigido 


de acuerdo con dicha division: las tres coordenadas cartesianas de un punto fyo del cuerpo 
rigido para describir el movimiento de traslacibn y por ejemplo, los tres angubs de Euler 
para el movimtento alrededor del punto. Si, ademas, tomamos et centro de masa como 
origen del sistema del cuerpo, en la ecuacion (1-28) el memento cinetico total se divide 
naturalmente en contribucbnes por parte de la traslacidn del centre de mass y de la 
rotadbn alrededor del centre de mass, El primer termino solo contendra las coordenadas 
cartesianas del centre de masa y el ultimo solo las coordenadas angulares* Begun la 
ecuacion (131) podemos efectuar una division analoga para la energia cinetica total T y la 
cual puede escribirse en la forma 


T = jM v 2 + T'i<j>.lK*lt l 


que es la suma de la energia cinetica de todo el cuerpo como si estuviera concentrado en el 
centro de masa, mas la energia cinetica del movimiento alrededor del centro de masa. 

A memido, la energia potential se puede dividir analogamente, interviniendo en cada 
termino solo uno de los conjuntos de coordenadas: e! traslatorio o el rotatorio. Asi, la 
energia potenciai en tin campo gravitatorio uniforme solo dependcra de la coordenada 
cartesiana vertical del centro de gravedad.* O si la fuerza que se cjerce sobre un cuerpo se 
debe a un campo magnetico unlforme B que aciua sobre su momento dipolar magnetico 
M, la energia potenciai sera proportions! a M * B, en donde solo interviene la orientation 
del cuerpo. Casi todos los problemas resolubles en la practiea permiten, ciertamente, una 
tal separation, En tal caso, el problema mecanico total se desdobla en dos, ya que la 
lagrangiana, L = T — V. se divide en dos partes, una que solo contiene Las coordenadas 
de traslacion y la otra solo las angulares. Estos dos grupos de coordenadas estaran 
totalmente separados y se podran resolver independientemente uno de otro los problemas 
traslatorio y rotatorio* Por tanto, importara obtener expresiones del momento cinetico y 
de la energia cinetica del movimiento alrededor de un punto fijo del cuerpo. Para ello 
utilizaremos frecuentemente La ecuacion (4-124) que relaciona derivadas relativas a un 
sistema de coordenadas fijo en cierto punto del cuerpo rigido. Es intultivamente evidente 
que el angulo de rotation del desplazamieuto de un cuerpo rigido, asi como tambien el 
vector velocidad angular instantanea, es mdependienfe de la eleccibn del origen del 
sistema de ejes del cuerpo. La esencia de la ligadura del cuerpo rigido es que todas sus 
particulas se mueven y giran juntas. No obstante, podemos construir facilmente una 
demostracibn formal. Sean R, y R 2 los vectores de position, respecto a un sistema de 
coordenadas fijo, de los origenes de dos sistemas de coordenadas solidarios al cuerpo 
(cfr. fig* 54}* Representaremos por R al vector diferentia: 


R : - R, + R. 


* Desde luego, el centro de gravedad coincide con el centro de masa en un campo gravitatorio 
uni forme. 
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Ecuactones de movimiento del cuerpo rigido 


coordenadas por x j3 j — 1, 2 t el elemento matrieial I# se podra escribir en la forma 




i>{r){r 2 d Jk 


- Xfy 


)d K 


(5 8} 


Hasta ahora no hemos especiflcado que sistema de coordenadas se ha ufilizado para 
defimr las componentes de L. De ahora en adelante, sera convenient tomarlo fijo en el 
cuerpo.* Las distintas distancias y it i seran, entonces, constantes en el tiempo. con Jo 
que los elementos matriciales seran analogamente constanles, peculiares del cuerpo en 
cuestion, y dependeran del origen y orientacion del sistema de ejes del cuerpo elegido en el 
cual se expresen aquGIlas, 

Las ecuaciones (5-5) que relacionan las componentes de L y cu pueden resumirse 
median te una sola ecu ac ion con operador, 

L - Juk I5“^l 


donde el simbolo I representa el operador cuyos elementos matriciales son los coeficientes 
de inercia que aparecen en las ecuaciones (5-5). De las dos mterpretaciones que hemps 
dado al operador de una transform a cion lineal (cfr + § 4-2), esta claro que aqui debemos 
considerar que I acttia sobre el vector o> y no sobre el sistema de coordenadas. Los 
vectores L y <o son dos vectores fisicamente diferentes, que tienen dimensiones diferentes 
y no son simplemente un mismo vector expresado en dos sistemas de coordenadas 
diferentes. A diferencia del operador de rotacion, 1 tendra dimensiones —mas a por 
cu&drado de una longitud— y no esta restringido por condiciones de ortogonalidad. La 
ccuacidn (5- 9) debe leerse diciendo que el operador I al actuar sobre el vector coda lugar al 
vector L que es fisicamente nuevo. Aunque haremos uso de las tecnicas del Algebra de 
matrices desarrolladas en ei estudio del operador rotation, ahora hemos de prestar mueha 
atencidn a ia naturaleza y al caracter fisico del operador en si. No obstante, deberemos 
estudiar antes a 1 gun a Matematica preliminar. Los que ya esten familiarizados con los 
tensores y afiitores pueden pasar ya directamente al § 5-3* 


5*2 TENSORES V AFINORES 

Podemos considerar que la cantidad S define el codente entre L y to: 


to 


* En el Capitulo 4, a un tal sistema 3o denotabamos con accntos. Como rara vez vamos a utilizar 
componentes segiin los ejes del espacio, de ahora en addante prescindiremos de dichoconvenio a fin 
de simplificar la notacidn. A menos que especifiquemos otra cos a, las coordenadas que util i zarcmos 
cn el resto del capdulo se refer! ran a sistemas fijos en el euerpo rigido. 
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hemos visto que el producto interior de una diada o de un afinor por un vector da lugar a un 
mievo vector, de igual manera que el producto de! por to da L. Por tanto* el afinor es, en 
todos los aspectos, equivalente a un tensor de segundo orden. 

Un afinor util es el afinor 1, defrnido por la representacion nonion 


1 = ii+jj + kk. 


(5-15) 


La designacidn es verdaderamente acertada, ya que la matriz de 1 es exactamente la matriz 
uni dad y la multi plicae i on di recta muestra qu e 


t - A = A-1 - A* 


S 3 TENSOR DE 1NERCIA Y MOMENTO DE INERCIA 

Constderada como operador lineal que transforma to en L, la matriz I tiene elementos que 
se comportan de igual manera que los elementos de un tensor de segundo orden, Podemos* 
pues f identificar la canttdad I con un tensor de segundo orden que suefe llamarse tensor 
memento de inertia o mas breve men te tensor de inertia. Puede escribirse simplemente en 
forma del afinor 


I = m,(rf 1 - r f r,). 


(5-16) 


ya que entonces 


l*to — - r/r-Mrv)) = L, 


en concordance con la ecuacidn {5-3), La ventaja de utilizar para l la forma de afinor es 
que siguen pudiendose emplear los metodos conocidos de man j pul ac ion de los vectores. 
De esta manera llegamos, de manera natural, a expresar la energia cine tic a de rotation en 
funcidn del afinor L La energja cin^tica del movimiento alrededor de un punto es 



i a 

T m i v t* 


donde es la velocidad de la particula r-esima rdativa al punto fijo medida en Jos ejes del 
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Vectored que inters ienen en la relation entre mementos de i nerd a respecto a ejes paralelos. 


El tensor de inertia para el origen O , expresado en la forma de afinor indicada en la ecua- 
cibn (5-14), puede escribirse 


I - MR 2 T + m 4 [(r; 2 + 2R-r;j1 - (rtf + RrJ + r/R)] - V/RR. 


Todas las sumas de la forma mtf son nulas y la expresion se reduce a 


| = rn.tf-1 - rtf) + M(R 2 1 - RR). {5- 22) 

E! primer terraino es el tensor de inercia 1 1 relative ai centro de masa y el segundo es el ten¬ 
sor de inercia, relative a O, de una particula unica de masaM situada en el centro de masa, 
Asi pues, tanto el momento de inercia como el tensor de inercia poseen un tipo de descom- 
position, relative al centro de masa, muy parecida a la que se encontro en § (1-2) para la 
cantidad de movimiento, el momento cinetico y la enegia cinetica. 


5-4 VALORES PROPIOS DEL TENSOR DE INERCIA Y 
TRANSEORMACIGN A LOS EJES PRINCIPALES 


Lo que acabamos de ver ha servido para poner de relieve el importante papel que desempe- 
fla el tensor de inercia en e) estudio del movimiento de cuerpos rigidos, Ser&, pues, de 
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Si los valores propios no son todos distintos, esta demostracion de ortogonalidad falla pero 
se puede reparar sin gran dificultad. For cjemplo, supongamos que scan iguales dos 
valores propios, I 2 ** J 3 , Siempre sera posible hallar al menos un vector propio que 
satisfaga la eeuacion (5-25 ) para este valor propio doble. Segtin la ecuacibn (5-29), este 
vector propio e$ ortogonal al vector propio eorrespondiente al valor propio distmtoij, Asi 
podremos hailar un si sterna de coordenadas canesianas dextrogiro para elcual los vectores 
unitarios i y j tienen la direccson de los dos vectores propios hall ados hasta ahora. De las 
ecuaciones de los vectores propios se deduce 


H-/ l L lj = l 2 j 

que en este sistema de coordenadas I J2 = I u — l n — 0. Pero la simetria de I implica 
tambien = /„ = 0, es decir, el tensor de inercia es diagonal en este sistema y k es 
tambi^n un vector propio de I con valor propio / 3 . Se desprende imnediat&mente que 
todo vector en el piano definido por j y k es vector propio cuyo valor propio es J 2 . t 
Analogamente, si todos los valores propios son iguales, todas las direcclones del espacio 
seran vectores propios. Pero entonces I sera diagonal desde un principio y no sera 
neces&ria su diagonalizacldn. 

Los metodos del Algebra matricial nos permiten, pues, demostrar que en todo punto de 
un cuerpo rigido se puede hallar un sistema de ejes cartesianos para los cuales es diagonal 
el tensor de inercia. Estos ejes se denomman ejes principals y los elementos di agon ales 
correspondientes /.,, I 2f / 3 se denomman momentosprincipales de inercia. Dado un cierto 
sistema inicial de coordenadas en el cuerpo, podemos pasar de el a los ejes principales 
mediants una transformacidn ortogonal particular que, en consecuencia, se llama 
iransformacion a los ejes principales. En la practica, los momentos principales de 
inercia, por ser los valores propios de I, se hallan buscando las raices de la eeuacion 
secular. Para recordar los pasos que conducen a la eeuacion secular, debemos notar que la 
eeuacion de valores propios (cfr. ec. 5-25) en la forma 


(| _ /1).R = 0, 


15 30 ) 


corresponds a un sistema de tres ecuaciones line ales homogene as en las componentes del 
vector propio, Dicho sistema de ecuaciones solo sera compatible si se anula el 


f Un procedimieiuo equivalents y mas general para construir un sistema ortogonal de vectores 
propios a partir de un sistema no ortogonal posible es el proceso de ortogonalizacion de Gram- 
Schmidt de Algebra lineal. Vease, p, ej., J. A, Eisele y R. M * Mason, Applied Matrix and Tensor 
Analysis, Wiley-Interference, N. Y. 1970, pp. 16-21,0 ML C. Pease, Methods of Matrix Algebra, 
Academic, N, Y. 1965, pp. 59*61. Vease tambien el estudio analogo de la construccion de modos 
normales, pp. 253. 
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ecuacion (1*26) para el movimiento en tomo a dicho punto, En el caso de sistemas 
conservatives holonomos dispone mos de la formulae ion de Lagrange, en donde la 
lagrangiana toma la forma 


Hq.il) = L c (q c ,q r ) + L h {q h ,i th ). 

Aquu L e es la parte de la lagrangiana que contiene las coordenadas generalizadas# c (y las 
velocidades q r ) del centro de masa y L b es la parte relative a la orientacion del cuerpo en 
tomo a su centro de masa, descrita par qq bt Entonces hay de hecho dos problemas 
distintos, uno con lagrangiana L e y el otro con lagrangiana£*, Tanto en la formulacidn de 
Newton como en la formulacidn de Lagrange, conviene trabajar en el si sterna de ejes 
principals del panto de referenda, con lo que la energia cinetica de rotacion adopta la 
forma sencilla dada en la ecuacion (5-24). Hasta ahora, las unicas coordenadas 
generalizadas adecuadas que ienemos para el movimiento de rotacion del cuerpo rigido 
son los angulos de Euler, Desde luego, a menudo el movimiento estd confinado a dos 
dimensiones, como es el caso del movimiento de una lamina rigida en un piano. El eje de 
rotacion esta entonces fijo en la direction perpendicular al piano; solo se necesita un 
angulo de rotacion y podemos hacer caso omiso del engorroso mecanismo de los angulos 
de Euler, 

En el caso del movimiento de rotacion en tomo a un punto fijo o al centro de masa, el 
metodo directo de Newton nos lleva a un si sterna de ecuaciones conocidas por el nombre de 
ecuaciones de Euler del movimiento, Consideramos o un sistema inercial cuyo origen este 
en el punto fijo del cuerpo rigido, o un sistema de ejes en el espacio con origen en el centro 
de masa. En estos dos casos seran validas la ecuacion {1-26} o la (i-26 T ) T las cuales 
aparecen aqui simplemente en La forma 


/r/L 1 

Uj 



El subindice e se debe a que la derivada es respecto a ejes que nocomparten la rotacion del 
cuerpo, En cambio, la ecuacion (4-124) puede utilizarse para obtener las derivadas 
respecto a ejes fljos en d cuerpo 




+ to x 



o, suprimiendo el subindice «cuerpo»: 


LI 

+ to x L — !Y 
dt 


{5 371 
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donde hemos utilizado la ecuacion (5-17), Tanto la energia cinetica T como el momento 
rinetico L son constants del movimiento y por tanto ei piano tangents se hallara siempre 
a una distaneia fija del origen del elipsoide. Como la normal a! piano, que tiene la direction 
de L, tambicn dene direction fija, al piano tangente se le da el nombre d spiano Invariable. 
Podemos representar el movimiento del cuerpo rigido exento de fuerzas considerando que 
es el del elipsoide de inercia que ruede, sin desllzar, sobre el piano invariable, estando el 
centre del elipsoide a una altura constants sobre el piano. La rodadura tiene lugar sin 
deslizamiento porque el punto de contaeto esta deftnido por la position de P el cual* por 
estar dirigido segtin ei eje instantaneo de rotacion, es la direccion del cuerpo que esta 
momentaneamente en reposo, La curva que describe el ptinto de contaeto sobre el 
elipsoide de inercia se denomina polhodia, mientras que la curva analoga descrita sobre el 
piano invariable se denomina herpolhodia. * 

El tratamient© geometrico de Poinsot resuita muy adecuado para describe por 
complete el movimiento del cuerpo exento de fuerzas. La direccion del piano invariable y la 
altura sobre el del elipsoide de inercia estan determinadas por ios valores T y L, que se 
cuentan entre las condtciones iniciales del problema. Sera, pues, una cuestion geometrica 
trazar la polhodia y la herpolhodia. La direccion de la veiocidad angular en el espacio esta 
dada por la direccion de P* mientras que la orientacion del elipsoide de inercia, que esta fijo 
en el cuerpo, da la orientacion imtantanea de este. En la literatura se encuentran 
frecuentemente descripciones elaboradas del movimiento exento de fuerzas obtenidas de 
esta manera. + En el case particular de ser simetrico el cuerpo, el elipsoide de inercia es un 
elipsoide de revolucibn, por lo que la polhodia que esta sobre el elipsoide sera una 
circimferencia alrededor del eje de simetria, La herpolhodia que esta en el piano invariable 
sera, anaiogamentc, otra circunferencia. Un observador fijo en el cuerpo ve al vector 
velocidad angular tu moverse sobre la superficie de un cono — liamado cono del cuerpo — 
cuya interseccion con el elipsoide de inercia es la polhodia. Correspondientemente, un 
observador fijo en el sistema de ejes del espacio ve que til sc mueve sobre la superficie de 
un cono del espacio cuya intersection con el piano invariable es la herpolhodia, Por c$o, el 
movimiento libre del cuerpo rigido simetrico se describe a veces por la rodadura dei cono 
del cuerpo sobre el cono del espacio, Cuando el momento de inercia respecto al eje de 
simetria sea me nor que el correspond! ente a los otros dos ejes principales, la ecuacion 
(5-35) nos indica que el elipsoide de energia es alargado, es dedr, como un balon de rugby 
—tal como se ha representado §n la figura (5-4). En tal caso, el cono del cuerpo es exterior 
al cono del espacio, Cuando el momento de inercia respecto al eje de simetria sea el 
mayor, el elipsoide es achatado y el cono del cuerpo rueda sobre el interior del cono del 
espacio. En uno y otro caso. la description fisica del movimiento es que la direccion deu> 
tiene un movimiento de precision en el tiempo respecto al eje de simetria del cuerpo. 


* De aqui el enundado que parece un trabalenguas: La polhodia nieda sin dcslizar sobre la 
herpolhodia que esta en el piano invariable. 

f Vcase en particular, Webster, Dynamics of Panicles and Rigid Bodies, Macmillan, Theoretical 
Mechanics-Dynamics of a Rigid Body , Routh, Advanced Rigid Dynamics y Gray, Treatise on 
Gyrostatics and Rotational Motion. Eutre las multiples propiedades de la construction de Poinsot 
que se dan en estas rcferencias se cuenta el hecho curioso de que ia herpolhodia tiene siempre su 
concavidad hacia el origen. De aqui su nombre, que stgnifica wen forma de serpientc^. 
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donde ft es una frecuencia angular 




O ~ J 

/ 


— tfJ 


(5 49) 


La eliminacion de fu 2 entre las dos ecuaciones (5-48) conduce a ia ecuacibn diferenciai 
caracieristica del movimiento armonico simple 


m * 

ft) 


l 



1 - 


cuya sol uc ion es 


“ A cosilt. 

La solucion correspondiente de tu 2 se puede hallar susiituyendo esta expresion de io 3 en la 
primera de las ecuaciones (5-48): 


(t ) 1 = /IsenQr. 


Las soluciones de o) 3 y <u 2 muestran que el vector (d { \ + m j tiene modulo constante y gira 
umformemente en tomo al eje z del cuerpo con la frecuencia angular fi (cfr. fig. 5-6). Por 
tanto, la velocidad angular intambien tendra modulo contante y efectua una precesion en 
lomo al eje z con la misrna frecuencia, exactamente tal como predecia la eonstruccibn de 
Poinsot* Debemos recordar que la precesion que hemos descrito ahora es relativa a los 
ejes del cuerpo los cuafes* a su vez t estan girando en el espacio con la frecuencia in que es 
mayor. En la figura 5-49 vemos que cuanto mas proximo sea I t a /^ menor sera la 
frecuencia de precesion £fc comparada con ia frecuencia de rotacion w. Las constantes/1 
(amplitud de la precesion) y se pueden evaluar en funcion de las constantes de movi¬ 
miento mas usuales, cuales son la energia cinetica y e* modulo del momento cinetieo. 
Estas magnitudes pueden escribirse en funcion de A y de la manera stguiente: 

T=^I l A 1 
L- - !\A Z + IW 3 . 


* La precesion puede ponerse de mamfiesto de otra manera, definiendo un vector H soportado por el 
eje z y cuyo modulo sea el dado por (5-49). Las ecuaciones ( 5 - 47 ) equivalen entonces en esencia a la 
ecuacion vectorial 


itj - t*> x a 

que revda de manera inmediata la precesion de o> con la frecuencia O. 
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o bien, en Funcion de los angulos de Euler y utilizando la ecuacion (4-125) 

T = ^(fl 2 + 0) + + <j> cos 0)\ (5-50| 

donde han desapareeido los terminos en los que figuran u> x 2 y Conocemos un teorema 
elemental segun el cual en un campo gravitatorio constante la energia potencial es la 
misma que se tendria si el cuerpo estuviera concentrado en su centro de mas a, pero vamos 
a dar aqui una demos tracion formal del mismo. La energia potencial del cuerpo es la sum a 
extendida a todas las particulas: 


v = -iv f -g 

donde g es el vector constante que representa la aceleracidn de la gravedad. Segun la 
ecuacion (1-21) que define al centro de masa, esto es equivalents a 

V — -MR*g, 15 51) 

lo que demuestra el teorema- En funcion de los angulos de Euler^ 


V- Mgl COS 0 , 


15 511 


con lo que la lagrangiana sera 




. n 2 n L 


/ 


(5 52) 


Notemos que <p y ^ no figuran explicitamente en la lagrangiana; seran, pues, coor- 
denadas ciclicas, lo que indica que las cantidades de movimiento genera lizad as corres- 
pondientes se mantienen constantes en el tiempo. Ahora bien t hemos visto que la cantidad 
de movimiento conjugada a un angulo de rotacidn es la componente del momentacinetico 
re suit ante correspondiente al eje de rotacion, que para0 es el eje vertical y para ^ es ei eje 
z del cuerpo. Partiendo de principles elementales, podemos demostrar que dichas compo¬ 
nentes del momento cinetico son constantes en el tiempo. Como el momento de la fuerza 
de gravedad esta dirigido segtin la line a de nodos, no habra componentes del momento 
segun los ejes vertical y z, ya que por definicion estos ejes son perpend icul ares a la linea de 
nodos. Por tan to, las componentes del momento cinetico segun estos dos ejes deben man- 
tenerse constantes en el tiempo, 

Te nemos, pues, dos integrates primer as inmediatas del movimiento: 



4- 0COS 0 } = / 3 W 3 = 


(5 53) 
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FIG USA 5-9 


Formas posibles del lugar geometric© del eje de figura sobre la csfera ynidad. 


■ p 

gulos limite y 0 2 —durante la precesidn, la peonza efectua una nutacidn, 

Si b/a fuese tal que u se hallara comp rend id a entre u, y u it el sentido de la precesidn 
seria diferente en los dos circulos limite y el iugar gcometrieo del eje de figura presenta 
rizos, segiin puede verse en la figura 5“9{b). Sin embargo* el valor medio de 0 no se anula, 
por lo que siempre habra una precesidn neta en uno u otro sentido. Tambsen puede suceder 
que u f coincida con una de las raices de^u)* En los dreulos limites correspondientesdebe- 
ran, entonces* anularse B y 0 T lo cual exige que el lugar geometrico tenga ciispides en el 
circulo, segiin se indiea en la figura 5-9{c), 

Este ultimo caso no es tan exceptional como pueda parecer; corresponde a las condi- 
ciones initiates que suelen estipularse en los tralamientos etementales de peonzas: se 
siipone que micialmente la peonza simetrica gira en torno a su eje de figura, el cual estafijo 
en una cierta direction 6 0 , En el instante / = 0 se suelta ei eje de figura y el problema 
consiste en describir el movimiento^ subsiguiente* Dichas conditioner initiates son* 
explicitamente, que en t = 0* 6 = $ € y 8 = 0 — 0, El angulo 0 0 debe per tanto ser una de las 
raices AeJ[u), de hecho corresponde al circulo superior; 

h 

ti u = u ■> — i(‘ S= [5 b5) 

a 

Para la demostraeion notemos que, con estas condiciones initiates, E* es igual a Mgl cos 
0 o y que los lerminos de E* deny ados de la energia cinetica de la peonza no pueden ser 
nunca negatives, Luego cuando $ y 0 comiencen a apartarse de sus valores iniciales nulos 
la energja solo podra conservarse a expensas de una diminution de Mgl cos 0 , es deck* 
mediante un aumento de 8, El 8 b inicial sera* pues, igual 0 2 que e$ el valor minimo que 
puede tener B t Cuando soltemos la peonza de esia manera, siempre empezard cayendo y 
seguira asi hasta alc&nzar el otro angulo limite realiz&ndo entre ianto una precesidn* 
Despues, el eje de figura subira de nuevo hasta stendo el movimiento completo el repre- 
sentado en la figura 5-9(c). 
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ma causa de la precesion. Nuestro trafcamiento de la precesion pseudorreguiar sirve para 
resolver la paradoja; la precesion crece continuamente a partir del reposo sin ninguna 
aceleracidn infinita y la tendencia iniciai de la peonza es moverse en la direccion de las 
fuerzas de gravedad* 

Interesa detenu inar exactamente que con die lone s in id ales da ran lugar a una verdade- 
ra precesion regular. En tal caso, el angulo 8 permanece constantemente tgual a su valor 
micial lo cual signifsea que 8 l = 8 2 — 8 Q o, dicho de otro modo t que J{u) debe tener una 
raiz doble en u 0 (cfr. fig. 5-10), o sea 


/(«) - 0, 




Segun la ecuacion (5-62), ia primera de estas condiciones implies 


(« — 0u o ) 


(fr - an 0 ) 2 

1 - Uq 


ia segunda corresponde a 


fi a{b - au G ) (a - Pup) 

2 1 - ul 1 - 4 


(5 75} 


(5-76) 


La sustitucion de la ecuacion (5-75) en la (5-76) nos lleva, en vista de la ecuacion (5-57), a 
una ecuacion cuadratica en 0: 


I! 

2 


■ * ^ _ 
ad> — <p~ cos 0 o . 


(5 76') 


Con las defmiciones de p (ec, 5-61) y de a (ec. 5-53), podemos escribir esto de otras dos 
maneras, segun que expresemos a en funcion de o de las 0 y 0 (constantes): 

Mgl = - / t 0cosfl g ), 

o bien 

Mgl = <t>{l - (J| “ / 3 )^cosfl 0 ). 


15 77aj 


(5-77b) 


Las condiciones miciales del problems de la peonza pesada exigen especificar 8, tp> tp, 0, 
0 y ademas ip o u>j en el instance / = 0. Como son ciclicas, los valores midales de 0 y 0 
tienen muy poca importancia y podremos, en general elegir valores cualesquiera para 
cada una de las otras cuatro* Pero si, ademas, exigimos que el movimiento del eje de figura 
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cuaodo ei trompo patina sobre su superficie esferica * 

Una amplia e influyente tecnofogja se basa en las aplicaciones de cuerpos rigidos que 
giren rapidamente, particularmente a traves del uso de los II am ados «giroscopios», 
Fundamentalmente, un giroscopio es una peonza simetrica que hacemos girar 
r&pidamente por medios exteriores en torno al eje de figura y que esta montada sobre una 
suspension Cardan de manera que el movimiento del eje de figura no quede restringido 
respeeto a imo o mas ejes espaciales, mientras su centro de gravedad permanece en 
reposOn Si sobre el giroscopio ejercemos adecuadanieiue momentos exteriores. efectuara 
los movimientos de precesibfi y nutacion que antes hemos descrito para el case de la 
peonza pesada. No obstante, la condicion de peonza «rapida» se cumple sobradamente, 
por lo que la extension de la nutacion siempre sera muy pequena y ademas queda 
deliberadamente amorliguada por el metodo de suspension. El unico fenomeno 
giroscopico que se observa entonces es la precesion y se puede simplificar muebo el 
tratamiento matematico necesario para describirla. Podemos ver como se hace esto por 
genera lizacion a partir de! caso de la peonza simetrica pesada. Si es R el radio vector 
segun el eje de figura que va del punto fijo al centro de gravedad, el momento resultante de 
las fuerzas gravitarorias que se ejercen sobre la peonza es 

\ - R x Mg, 15-Sit 

donde g es e! vector aceleracion de la gravedad, dirigido hacia abajo , Si es un vector 
dirigido segun el eje de figura, que describe el momento cinetico de la rotacion en torno al 
eje de figura y ei llamado vector precesidn, a i p * tiene la direceion vertical y un modulo igual 
a la velocidad angular media de precesion (ec, 5-74), ei sentido y el modulo de la 
precesion (pseudor regular) vend ran dados por 

x Lj = N. (5 82> 

Como todo momento respeeto al punto fijo o al centro de masa se puede poner en la forma 
RXF, analogs a la ecuacion (5-81), la velocidad media de precesion que resulta para irna 
peonza «rapida» se podra siempre derivar de la ecuacion {5“8 2), quedando definido el eje 
de precesion por la direccidn de la fuerza F. En casi todas las aplicaciones tecnieas de los 
giroscopios, el comportamiento de equilibrio (es dedr, despreciando los transitorios), se 
puede deducir de la ecuacion (5-82), 

Al estar exento de momentos exteriores, el eje de rotacion de un giroscopio conservara 
siempre su direction inidai relativa a un sistema inertial, Por tanto, los giroscopios se 
pueden utilizar para indicar o mantener direcciones espetificas* por ejemplo, para lograr 
piataformas estabilizadas, Segun indica la ecuacion (5-82), a traves de los fenomenos de 
precesion pueden percibir y medir velocidades angulares de rotacion y momentos 
aplicados, Podemos notar en dicha ecuacion que la velocidad de precesion es 
proportional a! momento, mientras que en un cuerpo que no girc permaneittemente es la 


* En la decada de los 1950. este juguete dio lugar a muchisimas publicadones. Vease, p, ej.. A, R. 
Dei Campo, American Journal of Physics J \ 544 (1955) y tambten Barger y Olsson, Classical 
Mechanics , pp. 254-257, 
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y la expreskim total de la aproximacion al potencial no esferico sera 



GMtn GM 

-■ r - + 2F&' 


Trll. 


(5 Ml 


donde m es la masa del primer cuerpo (la Tierra) e/ r es el momenta de inercia respecto a la 
direccion de r. Segun la representacidn diagonal del tensor de inercia en el sistetna de ejes 
principafes* su traza no es sino la suma de los mementos principales de inercia* por lo que 
podremos escribir V en la forma 



GMm GM 
• + 

r 2r 


(Jj + / 2 + / ;)], 


15-87) 


A la ecuacion (5-87) se le da a veces el nombre de formula de MacCullagh , Hasta ahora 
no hemes hecho hipotesis alguna de como es la simetria de revolucion. Tomemos ahora el 
eje de simetria segun el tercer eje principal, con lo que /, = I 2 . Si a, y son los cosenos 
directores de r respecto a los ejes principales, podremos escribir el momenio de inercia i ¥ 
en ia forma 


\ r = i,ir + /**) + hf = /, + (/ a — /|)r 3 - 

Con esta forma de la ecuacion (5-87) da para el potencial 


GMm 

V — - -—-h 

r 




o sea 



G Mm 

-+ 

r 



( 5 - 88 ) 


La forma general dada por la ecuacion (5-88) se podia haber pronosticado desde un 
prindpio, ya que el potential debido a una distribucion de masa cumple la ecuacion de 
Poisson. Segun sabemos, la solucion apropiada para la simetria del cuerpo es un 
desarrollo de terminos cuya forma es Pjy)/?"* 1 * del cual la ecuacion (5-88) presenta los 
dos primeros terminos no nulos. Sin embargo, este procedimiento no da los coeficientes 
de los terminos de manera mas sencilla que la deduction que hemes utilizado, Debe 
hacerse tambien notar que ei desarrollo de V es el analogo gravitatorio del desarrollo 
multipolar de, p. ej., el potencial electro slat ico de un cuerpo cargado cualquiera.* En 
nuestro caso no figura el termino correspond!ente a n = I porque solo hay un signo para la 
«carga» gravitatoria y no puede haber mo me mo dipolar gravitatorio. Ademas, el tensor de 
inercia se define en forma analoga al tensor memento cuadripolar. Por tanto, puede 


* Vease, p. ej h , j D. Jackson, Classical Electrodynamics, § 4.L 


Copyrighted material 




Yo u h aye e i th e r re a c h e d a p a g e th at i s u n a va i I a b I e fa r vl e vvi n g o r re a c h e d yo u r vi ewj n g li rn i t f o r this 

book. 



Yo u h aye e i th e r re a c h e d a p a g e th at i s u n a va i I a b I e fa r vl e vvi n g o r re a c h e d yo u r vi ewj n g li rn i t f o r this 

book. 



Yo u h aye e i th e r re a c h e d a p a g e th at i s u n a va i I a b I e fa r vl e vvi n g o r re a c h e d yo u r vi ewj n g li rn i t f o r this 

book. 


292 


Ecuaciones de movimiento del cuerpo ngido 


vdocidades de precesion son pequenas frente a la velocidad angular orbital, podemos 
promediar de nuevo sobre la brbita, Este promediado sustituye de hecho La particula por 
un aro rigido de masa M de igual radio que la orblta (supuesia circular), que gire en torno 
al eje de figura del aro con la frecuencia orbital, La ecuacion (5-90) da el campo de 
potencial en el cual se encuentra este aro, siendofl el angulo que forman los ejes de figura 
del aro y la Tierra. La velocidad media de precesion sigue estando dada por la ecuacion 
(5-93 ),pero ahora / 3 y ca 3 se refieren al aro en rotationy no a la Tierra. Seria, pucs* mejor 
escribir la ecuacion (5-93) para esta aplicacibn en la forma 


4* 


t r v 

IjiMr 2 r(cos 0) 


y la ecuacion (5*94) quedara asu 



t 3 
2k 2 



cos 0. 


15 93 r l 


15-94'1 


Por ejempio, la ecuacion (5-94 ) la podriamos utilizer para b altar la precesion de la orbita 
de la Luna debida al achatamiento de la Tierra. Mas corriente seria su aplicacibn a la 
precesion de satelites artiflciales que giren alrededor de la Tierra siguiendo orbitas casi 
circulares. La fraccion de una rotacion de precesion en un periodo de satelite es 




2 3 GV S - M 
2 ’ ? 


cos 0. 


La aplicacion de la ley de Kepler, esta vez para el periodo del satelite, reduce este 
resukado a 



3 / 

i 


- -~ cosd, 

mr 


(5 961 


don de m es la masa de la Tierra. Si La Tierra fuese una esfera uniform^ los mementos 
princtpales de inercia serian 




siendo/f el radio de la Tierra. Como la region central es mucho mas densa que las capas 
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pero que giren uniformemente en torno a ta direeeion de B con velocidad angular w,. Los 
vectored distancia al origen no cambiaran ni tampoco lo haran, desde iuego* distancias 
escalates tales como | r f — r f i , En cambio, las velocidades relatlvas a los nuevos ejes seran 
diferentes de las velocidades originates y estaran relacionadas con ellas en la forma 
siguiente: 


v,- 5= y\ 4- x r r 

Los dos terminos de la lagrangiana afectados por la transformacidn son 




r'' m r 

+ m t v i ■ (to, x M+ —(CO, x r,) - (CO, x r ( ), 


«V r f x m,y, = 


CO 


^ * (r a x -to, * ( t ( x m ( (^ x r-j. 


Permutando los productos escalares y vectoriales se ve que las terminos lineales en y v' 
son iguales y opuestos y por tanto se destruyen en la lagrangiana, Una permutacion 
similar en los terminos cuadraticos en a> f demuestra que son de igual forma y estan 
relacionados con el momento de inercia del sistema respect© al eje definido por 
(v, p, 248) El termino cuadratico de la lagrangiana puede* en efecto, escribirse en la 
forma 


IMi , 

—(Wf x rx r f ) = 






(5 m) 


donde I t represents el momenta de inercia respecto al eje to,. En funcion de las 
coordenadas del sistema giratorio, la lagrangiana presents, pues, la sencilla forma 



1 

2 




+ V{\ r, - tj\) 




f5 no) 


en la cual han desaparecido todos los terminos lineales en el campo magnetic©. Podemos 
ter.er una idea de la magnitud relativa del termino cuadratico cons iderando un caso en el 
cual el movimiento del sistema consist© en una rotaeion de una cierta frecuencia eu, p. ej. T 
un electron que gire alrededor del nucteo atomic©, Entonces, para sistemas que no se 
aparten mucho de la simetria esf&rica, la energia cinetica es aproximadamente igual a Vi/<i> 2 
(sin subindice el memento de inerda) y el termino lineal en a* es del orden de ■ L ^ 
^ Imi tu. Por tanto, el termino cuadratico de la ecuacion (5-110) sera del orden de (o>i/u>) 2 
comparado con la energia cinetica y del orden de (w,/<u) relativo al termino lineal, En la 
mayotia de sistemas en escala atomica o inferior, las frecuencias propias son mucho 
may ores que la frecuencia de Larmor. Comparemos, por ejemplo, la frecuencia de una 
raya ©spectral (que es una diferencta de frecuencias propias) con d desplaz am lento de 
frecuencia en el efecto Zeeman simple, que es proporcional a la frecuencia de Larmor. Asi 
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EJERCTCIOS 

L Si es R, una matriz antisimetrica asodada a las coordenadas del punto material i-esimo de un 
sistema* con elementos/?^ = e MJri x (f demostrarque la matriz del tensor de inercia se puede escribir en 
la forma 


I - 

2* Media me transform aciones vectoriales* demos trar direct am erne que la defmicion de momento 
de inercia 


/ = in r (r• x uHr f x n) 


se reduce a la ecuacidn (5-19), 

3. iCual es la razon de la altura al diametfo de un cilindro de revolution tal que el elipsoide de 
inercia en el centra del cilindro sea una esfera? 

4. Hallar los mementos principles de inercia respecto al centro de masa de un cuerpo rigido piano 
cuya forma sea triangular isosceles y su densidad uni forme, oCuaies son los ejes principales? 

5. Tres puntos materials iguales estan situ ados en (a ,0,0), {G,a,2£f) y (0,2a ^i) + Hollar los 
momentos principales de inercia correspond ientes a! origen y un si sterna de ejes principales* 

6. Un cono recto de revolucidn uiforme de aUura h, scmiangulo a y densidad p nieda sin 
deslizamiento sobre su superficie lateral sobre un piano horizontal de tal manera que vuelve a su 
posicion inicial al cabo de un tiempo r* Hallar exptesiones para la energia cinetica y las componcntes 
del momento cinetico del cono, 

7. Demostrar que en el easo del movimiento general de un cuerpo rigido en torno a un punto fijo, la 
variacion con el tiempo de la energia cinetica T viene dada por 

dT 

= co * N* 
dr 


8* Deducir las ecuaciones de Euler del movimiento (ec, S-39 1 ) a partir de la ecuacidn de Lagrange 
del movimiento, en la forma de la ecuacidn (i-53)* para la coondenada generalizada 

9, a) Una barra de peso despreciable y longilud / tiene en $u$ extremes dos puntos de iguaJ masa 
m, Se hace girar uni form entente la barra alrededor de un eje que pase por su centro y forme con ella un 
angulo 0. A partirde las ecuaeiones de Euler* hallar las componemes del momento que acciona la 
barra segun sus ejes principales, 

b) A paitir de la ecuacidn fundamental de mementos (1-26), hallar las componemes del 
momento segun ejes fijos en ei espado, Demostrar que estas componcntes son compatibles con las 
halladas en el apartado (a), 

10* La ccuacion (5-38) es vilida para movimientos de sistemas no rigidos, relativa a un sistema dc 
ejes de eoordenadas giratorio elegido, En el caso de movimiento no rigido general, si los ejes 
giratorios se eligcn de manera que coincidan con los ejes principales (instantaneos) del sistema 


C opy rig hied m uteri a! 




Yo u h aye e i th e r re a c h e d a p a g e th at i s u n a va i I a b I e fa r vl e vvi n g o r re a c h e d yo u r vi ewj n g li rn i t f o r this 

book. 



Yo u h aye e i th e r re a c h e d a p a g e th at i s u n a va i I a b I e fa r vl e vvi n g o r re a c h e d yo u r vi ewj n g li rn i t f o r this 

book. 



Yo u h aye e i th e r re a c h e d a p a g e th at i s u n a va i I a b I e fa r vl e vvi n g o r re a c h e d yo u r vi ewj n g li rn i t f o r this 

book. 


304 


Ecuaciones de mow mien to del cuerpo n'gtdo 


26* a) Consideremos un sistema de ejes con acento de origen coincidence con el de un sistema 
inercia! de ejes pero que gire respeeto a este con velocldad angular fija <% Si un si stem a de pantos 
materials esta sometido a fuerzas que derivan de un poiencia! conservative V que solo dependa de Ja 
distance a ai origen, dcmostrai que la lagrangiana del si sterna en funcion de coordenadas rdativas a! 
sistema con acento puedc escribirse cn la forma 



T' + ov 17 + - V, 


donde los acentos indie an que las cantidades se evaluan respeeto al sistem a de ejes con acento. i .Cual 
es el significado fisico de cada uno de los dos terminos adicionales? 

b) SupongamcKS que tti 0 esta en cl plano;ciXj y que una peonza simetrica esta obligada a movers? 
con su eje de figura en el piano xjxi, con Jo que s6lo necesitaremos dos angulos de Euler para describir 
su crientacidn, Si montamos el cuerpo de maneraque su centre de masa este lijo en el origen y V — 0 S 
demostrar que el eje de figura del cuerpo oscila en tortto al eje Jtj de acuerdo con la ecuacson de 
mo vim lento del pendulo piano y ha liar la frecuencia de las oseiladones de pequena amplitud. Esto 
ilustra el principle de la brujula giroscOpica. 

27* Supongamos que en una peonza simetrica cadaelemento de masa tiene una carga propordonada 
asociada a el, de manera que sea constant? ejm —la Jlamada peonza simetrica cargada. Si dicho 
cuerpo gira en un campo magnetico uniform?, la lagrangiana t segiin (5-108), es 

L = T- (o f * L, 


Demostrar que T es contante (lo cual es una manifestacirin de la propiedad de la fuerza de Lorentz 
que un campo magnetico no efectua trabajo sobre una carga en movimiento) y hallar las otras 
constantes del movimiento. En la hipotesis de que u> s es mucho mcnor que la velocidad inicial de 
rotacion alrededor del eje de figura* obtener expresiones de las frecuertcias y amplitudes denutacidn y 
pieces ion. £De ddnde vienen las energies cineticas de mutacion y pieces ion? 
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Los coeficientes m if son, en general, funciones de las coordenadas q k , pero pueden 
desarrollarse en serie de Taylor en tomo a ia configuration de equilibrio: 

( '■* t 

f '% 

— — 1 + 

cq k h 

Como la ecuacion (6-5) ya es cuadratica en las rj. la aproximacidn mas baja a T sc obtiene 
suprimiendo los terminos de los desarrolfos dam ir menos el primero. Representando por T & 
los v&Iores constants de las fimciones m# en el e quill brio pod remos, pues, escribir la ener- 
gia cinetica en la forma 


T = 


16 - M 


Tambien ahora resulta evidente que las eonstantes TV deben ser simetricas, ya que cada 
uno de los terminos de la ecuacion (6-6) no sc ve afectado al permutar los indices, Segun 
las ecuaciones (6-4) y (6-6), la lagrangiana viene dada por 





(6 7) 


Tomando por coordenadas generalizadas las q, la lagrangiana de la ecuacion (6-7) 
conduce a las siguientes n ecuaciones de movimiento: 


Vh 


+ 


K/ij 


— o. 


16 8) 


donde se ha hecho uso explicito de la propiedad de simetria de los coeficientes V sJ y 7’,, 
Cada una de las ecuaciones (6-8) contendra, en general, todas ias coordenadas tj ( y para 
obtenerel movimiento cerca del equilibriodeberemos Integrar este sisiemade ecuaciones 
diferenciales. 


6-2 ECUACION DE VALORES PROPIOS Y TRANSFORMACION 
A LOS EJES PRINCiPALES 

Las ecuaciones de movimiento (6-8) son ecuaciones diferenciales line ales de coeficientes 
eonstantes, cuva forma es may conocida m la teoria de circuitos electricos* Elio nos ileva 
a ensayar una solucion oscilatoria de ia forma 


} h 


CiifV 


if-jj 


(6 9 ) 


C opy f ig h ied m ateri al 




Yo u h aye e i th e r re a c h e d a p a g e th at i s u n a va i I a b I e fa r vl e vvi n g o r re a c h e d yo u r vi ewj n g li rn i t f o r this 

book. 



Yo u h aye e i th e r re a c h e d a p a g e th at i s u n a va i I a b I e fa r vl e vvi n g o r re a c h e d yo u r vi ewj n g li rn i t f o r this 

book. 



Yo u h aye e i th e r re a c h e d a p a g e th at i s u n a va i I a b I e fa r vl e vvi n g o r re a c h e d yo u r vi ewj n g li rn i t f o r this 

book. 


312 


Qsc/laciones pequeflas 


reaJes. (Todo factor de fase complejo de la amplitud de osciladon se introdudra en el 
factor C de la ecuacion 6-9.) Multipliquemos ahora la ecuacion (6-16) por la izquierda por 
y despejemos 





|6 21 ) 


El denominador de esta expresion es igual aJ doble de la energta cinetica para velocidades 
a lk y como los vectored propios son reales, la suma debera ser definida positiva 
Anal ogam ente, el numerador es la energia potencial para coordenadas a ik y la 
condicion de que V sea minima en el equilibria exige que la suma sea positiva o nula. Ni el 
numerador ni el denominador pueden ser negatives y el denominador no puede ser nulo, 
luego A sera siempre frnito y positiva. (No obstante, puede ser nulo.) Recordemos que A es 
tu 2 , por lo que un A positive corresponde a frecuendas de oscilacion re ales. Si el potencial 
no fuese un minima local, el numerador de la ecuacion (6-21) podria ser negative, dando 
lugar a frecuencias imaginarias que darian lugar a un crecim ienta exponenciai de las 
ilimitado en el tiempo, Dicho movimiento seria, evidentemente, inestable y tenemos en 
este heeho la prometida demostracidn matematica de que para que el movimiento sea 
estable es necesario un mmimo del potencial 

Volvamos, de memento, a la ecuacion (6-18) la cual, por ser reales los valores y 
vectores propios, puede escribirse 

{/. k — )a,Ta k = 0. 16 18'i 


Si son distimas todas las raices de la ecuacion secular, la ecuacion (6-18 ) solo podra ser 
valida si el producto de matrices es nulo para / diferente de k: 

a f Ta, - 11 / # L 16 22a) 

En v arias ocasiones hemos senalado que los valores de las a Jk noestan fijados totalmente 
por las ecuaciones (6-10) de valores propios, Podemos eliminar esta indeterminacion 
exigiendo que, ademas. 


a* Ta n = •- Ift 22b) 

Hay n ecuaciones (6-22) y fijan umvocamente la components arbitraria de cada uno de los 
n vectores propios * Si con todos los vectores propios a* formamos una matriz cuadrada 

* La ecuacion (6~22b) puede ponerse en una forma que muestre explicitameiue que es suficiente para 
eliminar la ind etc rmirt acton de las a jk . Supongamos que queremos evaluar la magmiud de a u ;el 
cociente entre cualquier otra a lk y a n se obtiene de las ecuaciones (6-10). Entonces, la ecuacion 
(6-22 b) puede escribirse en la forma 

L 

*lj - ' 

lj li lK (t lk ir U 

El primer miembro esta determinado por las ecuaciones de valores propios y puede evaluate 
direciamente para dar 
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Entonces, la ecuacion secular podra escribirse 

(T 2 l 2 -T n T 22 )tt 0 -Af^Q. 

indicando que A^ e$ una raiz doble de la ecuacibn secular. Ahora bien. las ecuacrones 
(6-10) de vabres propios son, para esta raiz, 

( V t j - 2 0 T,, , + (K, y - /.qT xi )q 2 - 0, 

11] 2 — + [V 22 - )T 2l )a 2 = 0 , 

y en virtud de las condiciones (6-30) todos los coeficientes de las a se anularan 
identicamente, Entonces, todo sistema de valores de las dos a satisfaran las ecuaciones de 
valores propios. Incluso con el requisite de normalizactbn{6-22 b) habra asi una simple 
infimtud de vectores propios correspondientes a una ralz doble de la ecu scion secular, una 
doble infimtud para una raiz triple, etc. 

En general, un par cualquiera de vectores propios elegidos si azar entre el conjunto 
infinite de vectores permitidos no seran oitogonaies. A pesar de todo, siempre sera posible 
constmir un par de vectores permitidos que scan ortogonales y podran utilizarse para 
formar la matriz ortogonal A. for razbn de sencillez, consideremos el procedimiento que 
hay que seguir en el caso de una raiz doble. Sean a* y a/ dos vectores propiospermisibles 
cualesquiera para una raiz doble dada A, que se hayan normalizado de manera que satisfa- 
gan la ecuacion (6-22b). Toda combinacion lineal de a* y a/ sera tambien un vector propio 
para la raiz A. Queremos, pues, construir un vector a M 


a, = + c 2 a/. (6 3H 

en donde c t y c 2 son constantes tales que a, sea ortogonal a a*. La condicibn de orto- 
gonalidad (ec. 6-22a) exige entonces que 

a,Ta* = c j + c 2 aJTa* = 0, 

donde se ha hecho uso de la normalizacion aj. Se deduce, pues T que el cociente entre c t y c 2 
debe venir dado por 


c 


\ 






(6-32) 


AdemAs, el requisite de que a, este normalizado proportions otra condicibn impuesta a los 
dos coeficientes la cual, en funcibn del r { definido por la ecuacion (6-32) t toma la forma 

a,Ta f = 1 = c] + v\ + 2v l c 2 i r <6 33) 


>pyt 


hied material 




Yo u h aye e i th e r re a c h e d a p a g e th at i s u n a va i I a b I e fa r vl e vvi n g o r re a c h e d yo u r vi ewj n g li rn i t f o r this 

book. 



Yo u h aye e i th e r re a c h e d a p a g e th at i s u n a va i I a b I e fa r vl e vvi n g o r re a c h e d yo u r vi ewj n g li rn i t f o r this 

book. 



Yo u h aye e i th e r re a c h e d a p a g e th at i s u n a va i I a b I e fa r vl e vvi n g o r re a c h e d yo u r vi ewj n g li rn i t f o r this 

book. 


320 


Qscifaciones pequefias 


Pero A diagonaliza a V mediants una transform acton de congruencia (cfr. ec. 6*29} y por 
tanto, el potencial se reducira simplemente a 

v=^k = ~ 2 ^1 < 6 - 4J » 

En las nuevas coordenadas, la energia einetica presenta una forma aun mas simple. Como 
las velocidades se transform an de igual manera que las coordenadas, la T dada por la 
ecuacion (6-6 ) se transformara en 


t=^Ata£ 


la cual, en virtud de la ecuacion (6-23), se reduce a 


1 r. 1 . . 

t = ^ = - 2 w 


(6-44) 


Las ecuac tones (6-43) y (6-44) dicen que, en las nuevas coordenadas, las energias 
potencial y einetica son sumas de cuadrados solamente, sin que haya terminos cruzados. 
Desdc luego, este resultado solo es otra manera de dectr que A produce una 
transformacion a ejes principales. Recordemos que la transformacion a ejes principales 
del tensor de inercia estaba destinada coneretamente a reducir el memento de inercia a 
una suma de cuadrados, siendo tos nuevos ejes los ejes principales del elipsoide de inercia. 
Ahora, las energias einetica y potencial son fambien formas cuadraticas (como lo era el 
momento de inercia) y ambas estan diagonal! zadas por A. Por esta razon, la 
transformacion a ejes principal es que hemos utilizado aqui constituye un ejemplo 
particular del conocido proceso algebraico de diagonalizacidn simuMma dedos formas 
cuadrdtkas , 

Hay otra manera de con templar la trams formacidn a ejes principal es de T y V, cuyo 
lenguaje es mis proximo ai proceso de diagonalizacidn del tensor de inercia descrito en el 
capitulo 5. No pmporciona ninguna simplifieacson del proceso de calculo pero ayuda a 
explicar por que es posible diagonalizar simultaneamente dos formas cuadraticas — y por 
que no se puede hacerlo, en general, con tres. La matriz T es real y simetrica, al igual que el 
tensor de inercia l. Si consideramos que el espacso rj sea un espacio cartesiano de n 
dimensiones, sera posible hallar una transformacion ortogonal real B que lleve a un nuevo 
si stem a de coordenadas cartesian as. 


y = Bn, 

en el cual T sea diagonal. La matriz B debera transformar a T mediante una transformacion 
de semejanza en una matriz diagonal C: 


BTB " 1 = BTS = C. 
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La energja cinetica tiene la forma aun mas simple: 

m , % , Af 

■' ■ * 2 \ j 


r-^Wf + W + yfi. 


por Lo que la matriz T es diagonal: 


16 - 51 } 




m 

0 

01 





T - 

0 

M 

0 



(6-52) 




0 

m 




estas dos matrices, la ecuacion 

secular 

queda en la forma 



k - or 

! m 


-k 


0 \ 


|V - w 2 T[ = 

-k 


2k - 

-to 2 

M 

-k Uo. 

(6-53) 


0 



- k 


k — (o 2 m ■ 



El calculo directo del determinants lleva a la ecuadon cubica en co 3 : 

it) 2 [k - u) 2 m)(k{M + 2m) - to 1 Mm) = 0, (6 54) 

con las soluciones evidentes 



( 6 - 55 } 


El primer valor propio* Wj — 0, puede parecer un tan to sorprendente e incluso aiarmante* a 
primera vista. Esta solucion no corresponds a ningnn movimiento oscilatorio en absolute, 
ya que la ecuadon de movimiento para la coordenada normal correspondiente es 



que da lugar a un movimiento de traslacidn uniforme* Pero esta es, precisamente, la clave 
de la dificultad. La frecuencia nula se debe al hecho de que la molecula puede trasladarse 
rigidamenle a io largo de su eje sin que varie su energia potential, ejemplo de equilibrio 
indiferente que ya habiamos mencionado. Como es nufa la fuerza recuperadora contra 
dicho movimiento, la «frecuenda» efectiva debe anularse tambien. Hemos becho la 
hipotesis de que la molecula tiene tres grades de libertad para el movimiento de vibracion 
mientras que, en realidad, uno de ellos es un grado de libertad de cuerpo rigido. 

En relacion con una frecuencia de resonancia nula podemos tratar algimos puntos 
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noventa grades. 

At aumentar la complejidad de la molecula, el tamano del determinante secular se 
hace muy grande y el caleulo de las frecuencias normales y de las amplitudes resulta ser un 
problems de considerable magnitud, Sin embargo, hemos visto que incluso en una 
situation tan simple como la de la molecula triatomica lineal, el estudio de las simetrias 
que puede esperarse tengan las vibraciones simpJiftea en gran manera los calculos. Se ha 
dedicado mucho ingenio matematico a la descripcion de las simetrias inherentes a las 
moleculas complejas para reducir la labor que impliea la busqueda de sus frecuencias de 
vibracion, La tcoria de los grupos de simetria se ha apiicado con gran exito en la 
factorization de! gran determinante secular en bloques menores que se puedan 
diagonafizar por separado. No obstante, se ha senalado que una manipulation matematica 
tan elaborada era mas apropiada cn los tiempos en los cuales los calculos numericos eran 
diflciles v engormsos. Teniendo en cuenta la velocidad y la capacidad de memoria de los 
ordenadores actuates, puede ser mas fact! y precise, al fin y al cabo, un metodo directo, 
Incluso para ordenadores cientificos de tamaho moderado, existen en la actualidad rutinas 
rapidas y exactas destinadas a la resolucion de problcmas de v&lores propios de matrices 
grandes. Existe, pues. una tendencia hacia el metodo «a lo bestial en el cual se utilizan 
coordenadas cartesianas ponderadas en masa (ver p, 309) para formular el problcma, El 
elipsoide de energia tinetica para las vibraciones moleculares e$ entonces ya una esfera y 
la busqueda dc los modos normales se reduce a diagonalizar la energia potential. Parece 
probable que sea esta la direction que en el future tomen los calculos de las frecuencias de 
vibration en los problem as de Fisicoquimica. 


6 5 VIBRACIONES FORZADAS Y EFECTO DE LAS FUERZAS DISIPATIVAS 

Cuando el sistema se desplaza micialmente respecto a su configuration de equilibria y se 
sueita dejandolo que oscile por si solo, se producer vibraciones fibres. Sin embargo, muy a 
menudo se pone el sistema en oscilacidn mediante una fuerza extifcadora exterior que stgue 
actuando sobre el sistema despises de t = 0. La frecuencia de esta oscilacidn forzada esta 
entonces determinada por la Frecuencia de la fuerza excitadora y no por las frecuencias de 
resonantia, A pesar de todo, los modos normales resultan muy importantes en la 
obtention de las amplitudes de las vibraciones forzadas y ei problems se simplifies mucho 
utilizando coordenadas normales obtenidas de los modos fibres. 

Si es Fj la fuerza generalizada eorrespondiente a la coordenada 7j jr segun la ecuacion 
( 1 - 49 ), la fuerza generalizada Qj correspondiente a la coordenada £ sera 

Qi = UjfFj. (6 601 

Las ecuadones de movimiento expresadas en coordenadas normales seran ahora 





(6 6h 


Las ecuaciones (6-61) constituyen un sistema dc n ecuadones differentiates con segundo 
miembro que solo podremos resolver si sabemos como depende Q, de! tiempo. Aun 
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movimiento total sera entonces, simplemente, un amortiguamiento exponendal de los 
modos de vibracibn libres: 


Si la funcion de disipacidn no se puede di agonal izar junto con T y V y sera mucho mas 
difficil obtener la solucion* La naturaieza general de la solucion es, sin embargo, muy 
parecida: un factor de amortiguamiento exponendal que muldplica a una funcion 
exponendal oscilatoria. Supongamos que buseamos una solucion de las ecuaciones 
(6-68) de la forma 


nj = Cuff™* 




( 6-731 


Con esta solucion, las ecuadones (6-68) se convierten en un sistema de ecuadones 
lineales 


~ hj Jijdj — oj 2 T ii a } = 0 , (6 741 

Conviene escribir u> en la forma fy, de manera que 

y — — kn - - k - 2niv, ( 6 - 75 ) 

y asi —* sera la pane real de y. En fundon de matrices cuadradas de V t T, y :W * el 
sistema de ecuadones (6-74) se convierte en una ecuacion de matrices columns en la cual 
interviene y: 

Va + -/Fa + / 2 Ta = 0, (6-76) 


El sistema de ecuadones bomogeneas (6-74) o (6-76) solo tiene solucion para las a j 
cuando woy tomen ciertos valores. Sin evaluar reaimente la ecuacion secular correspond 
diente* podemos demostrar que *c debe siempre ser no negativa. Multlplicando a la 
izquterda por at la ecuacion matricial (6-76) la convertimos en ecuacion escalar eny: 

a 1 Va 4- ya*Fa + ;*a'Ta = 0. (6-77) 

La ecuacion (6-77) es euadratica en y con coeficientes que son productos de matrices del 
misrno tipo general encontrado en la ecuacion (6-19), En virtud de la simetria deV* F y T 
los productos de matrices son todos reales, segun podemos ver desarrollando a en la forma 
a + /p (cfr. ec, 6-20), Luego si y es solucion de la ecuacion euadratica tambien lo debera 
ser su complejo conjugado y*. Ahora bien, la suma de las dos raices de una ecuacion 
cuadratica es igual al eodente entre el coefficients del termino de primer grade y el del 


nee 


rpi;; 
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consideran con eierto detalle las oscilaciones de la molecula triatomica, tanto lineal como «curva». 
En el presente capitulo solo se consideran oscilaciones line ales y se supone que los elementos 
par&metricos de las energias potenciales y einetica son constantes en el tiempo. El estudio de la 
excitation parametric a de osciladores, en los cuales dichos elementos varian con el tiempo y de las 
oscilaciones alincales, ha crecido rapidamente en las ultimas decadas y se ha convertido en un area 
que exige un tratamiento aparte y masivo. En los § § 27-30, Landau y Lifshitz dan una introduction 
coneisa al tcma en el que los rusos han coniribuido de manera notable. Sin embargo, en el tratamiento 
solo apunta la cumbre del iceberg, 

L, MEiftGviTci-f, Methods of Analytical Dynamics , Se presentan aqui tratamientos modemos para el 
estudio de sistemas oscilatorios en una forma que no pierde contacto con la realidad practica. El tema 
de este capitulo ap&rece bajo el aspect© de st stem as autbnomos lineales, pero se hace hmeapie en si el 
movimiento es e stable, cos a que hemos presupuesto dc-sde el principle. Se esiudian los criterios 
clasico y modemo (p, ej« el metodo de Liapunov). Las oscilaciones parametricas (sistemas no 
autonomos) ocupan un capitulo aparte, 

Y* Chen, Vibrations: Theoretical Methods. Gran parte de este texto orientado tecnicamente se 
dedica a Entroducir las ideas fundamentales de Mecanica ppr una parte y tratar vibracidnes de 
continues por otra. El resto cubre la materia del presente capitulo con muchos ejemplos elaborados y 
los elementos de las matrices pertinentes presentados de manera explicit* (y a veces un tamo 
pesada). Particular interes presents la aplieacion de los metodos de las transformaciones de Laplace 
y de Fourier para el tratamiento de problemas de oscilaciones forzadas o excitadas. 

H. C, Coraen y P, STEHLE, Classical Mechanics. El corto capitulo relative a oscilaciones pequenas 
de este conocido texto eoncentra algunos ejemplos mas que dar teoria general, Mereee mencibn 
especial en apendice 3 en el que se da una breve introduccion al empleo de metodos de la teoria de 
grupos para reducir la complejidad del problem a de las frecuencias propias de las moleculas, has ados 
en las sim etnas intrinsecas que present&n los sistemas, En la epoca pre informatics, cuando habia que 
resolver a mano los problemas, todo metodo que redujera el volumen de calculos era naturaimente 
objeto de interes y estudios mtensos. El advenimiemo del rapido ordenador ha disminuido la 
importancia de estos metodos, si bien el empleo de las propiedades de simetria para identificar las 
frecuencias cero o degene radas reviste un interes evidente. En re I ad on con esto, v. W. D. Gwinn: 
«Nonrtal Coordinates; General Theory, Redundant Coordinates, and General Analysis Using 
Electronic Computers*, Jour, Chem ♦ Phys. £5, 477 (Julio 15, 1971). 

G. HerzberG, Infrared and Raman Spectra of Polyatomic Molecules. En este tratado se dan 
muchos ejemplos de h aplieacion de !a teoria clasica de las vibraciones pcquerias a la estructura 
molecular. Se apiican las tecnicas de utilization de const antes del movimiento y propiedades de 
simetria para reducir la complejidad del calculo a fin de hallar soluciones explicit as para muchos 
modelos mol ecu I a res, Se muestran esq item abeam erne los disiintos modes normales correspondicn- 
tes a muchas de las moleculas, 

E. B. Wilson jR.; J. C. Decius v P, C. Cross, Molecular Vibrations. Este tratado de 1955 parece 
seguir siendo para los quimicos el tratado tipico de los problemas de vibraciones moleculares, En 
espiritu, es totalmenie preinfomnatieo —el largo capitulo referente a la molecula de benceno termina 
impetrando al lector a que se famdiarice en la manipulacion de matrices comprobando los cateulos 
del capitulo con una «calculadora mecanlca de pupitre*. Se penetra en la utilization de los grupos de 
simetria con considerable detalle. Se requiere algun conocimiento de la Mecanlca cuantica. 

IjORD Rayleigh, Theory of Sound t E& uno de los dasicos dc la titeratura fisica, que corttiene 
multitud dc teoremas y ejemplos Itsicos de lodos los aspectos de la teoria de la vibracion. El propio 
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Oscilaciones pequsnas 


15 , Si no son simisoidales las ftietzas excitadoras generallzadas Q r demostrar que Us vibraciones 
forzadas de las coordenadas nonnales en auflencia de amortiguamiento vienen dadas por 




0,M 

wf - frJ 2 


, - itut 



donde G-(tj) es la transfbrmsda de Fourier de Q t definida por 


Q'(o = ~ 

x/2jt 

Si la funcion de disipacidn st diagonalize sirnultaneamente con T y V t demostrar que las vibra- 
ciones forzadas vienen dadas por 

= j_ r * g>)k 2 - w j + 

‘ (of - off + **&! 

que lierte la forma tipica de denominador de resonanda. Fstos resultados son simples ejempfos de la 
potencia lecnica del cdlculo operational para el traiamiento de vibradones transitonas. 
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Einstein, sfirmando explicitamente el postulado de equivalence saco la conclusion de 
que era la forma de las ecuaciones de Maxwell la que debia mantenerse invariante y que, 
por tanto, la transformation de Galileo no podia ser correcta. Hay que encontrar una 
nueva relation entre si stem as en movimiento relative uni forme* la transformation de 
Lorentz f que de la misma ceieridad de la luz en todos los sistemas que se muevan unifor¬ 
me mente. Einstein demostro que dicha transformacion exige una revision de los concep- 
tos usuales de tiempo y de simultaneidad. 

Es muy probable, a priori, que las ecuaciones de movimiento de Newton necesiten 
tambien revision, ya que satisfacen el principio de equi Valencia sol amen te ante la trans- 
formaci6n de Galileo, la cual vemos ahora que no es correcta. Es posibte que otras leyes 
de la Fisica corrientemente aceptadas puedan no conservar su forma ante una transfor¬ 
macion de Lorentz y deban, en consecuencia, generalizarse tambien para que tengan las 
propiedades de transformacion adeeuadas. Desde luego, las generalizaciones deben ser 
tales que reduzcan dichas leyes a las formas acostumbradas en cl caso de velocidades muy 
inferiores a la de la luz, que es cuando la transformacion de Galileo resulta aproxima- 
damente correcta. 

El programa de la teoria de la Relatividad restringida es, pues, dobie. Primero, hay que 
obtener una transformacion entre dos sistemas que se muevan uni forme me nte que 
conserve invariable la velocidad de la luz, Segundo, deben examinarse las leyes de la Fisi- 
ca atendiendo a sus propiedades de transformacion ante esta transformacion de Lorentz. 
Las leyes que no mantengan invariame su forma deben generalizarse de manera que obe- 
dezean el postulado de equivalence. De la imagen fisica resultante de este programa se ha 
obtenido abundante verification experimental y en el ultimo analisis es esta la unica 
justification que necesitan las hipdtesis fundamentales de Einstein. 


7-2 TRANSFORMACION DE LORENTZ 

Se supone que el lector se ha encontrado anteriormente con las ecuaciones de la transfor¬ 
macion de Lorentz * Consideremos dos sistemas de coordenadas cuyos origenes coinci- 
dan en el instante t = 0, vistos por observadores en am bos sistemas. Un ststema, al que 
flamaremos sistema con acento, se mueve uniformemente con velocidad v relattva al otro 
sistema, sistema sin acento. en una direction paralela al eje z . En tal caso, la transforma¬ 
cion de Lorentz entre las coordenadas y tiempos, medidos en los dos sistemas, viene dada 
por las ecuaciones 


x 


p 



V 


i 


}\ 



(7 5) 


* Deduce iones de la transformacion de Lorentz abundan en todos los niveies de sofisticacion y 
grades de rigor. Vease la lista de referencias al final del capitulo. 
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Por tanto* los eiementos de L para una direccion cualquiera de fi son 




PA 

if 


fj 4 . — 

: *' 


\1 17) 


Por ejemplo, la transform a cion de Lorentz particular con la cual hemos iniciado este 
apartado tiene la velocidad relativa dirigida segim el eje z y b matrix L adopta entonces la 
forma sencilla 


I l 0 0 0 1 

, _ | 0 1 0 0 ( 7 - 18 ) 

0 0 y ipy ‘ 

\ 0 0 - iffy y ! 

En el capitulo 4 vimos que la propiedad fundamental de una matrix ortogonal es que su 
traspuesta es igual a su inversa. En el caso de la transformacion de Loren tz con vector 
velocidad relativa p* la inversa debe ser la misma matrix, pero para una velocidad —JL El 
examen de la ecuacion (7-17) muestra de manera imnediata que ios eiementos cumplen 
esta condition; cambiar el signo de ft, equivale a trasponer los sobmdices. 

Aon podemos aprovechar mas la analog]a de L con las transformaciones orto- 
gonales tridimensionales. En la ecuacion (7-18) vemos que la submatriz 2 X 2 de las 
coordenadas tercera y cuarta se asemeja a la submatriz correspondiente de la rota- 
cion de un sistema de coordenadas tridimensional alrededor de un eje: 


cos <l> sen (f )' 
— sen r/> cosi/jj 


Correspondientemente, podemos decir que la ecuacion (7-18) es una rotation en el 
piano XyX A del espacio de Minkowski pero de anguio 0 que es imaginario: 


cos <f) — 




(7 19 ) 


Si nos resulta incomodo utilizar un anguto imaginario, podemos i n trod tic ir un anguio real 
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Una Iran s form ac ion de Lorenz restringida que describa la relacion entre dos si stem as 
de ejes paralelos que se m tie van uniformemente uno respecto a otro T es deeir, sin rotacion 
espaciai, rectbe el nombre de transformacibn de Lorentz/mra. Est& claro que b matriz de 
transformacion dada por las ecuaciones (7-17) es la de una transformacion de Lorentz 
pura. Results intuitivamente evidente que toda transformacion de Lorentz restringida se 
puede descomponer en una transformacion de Lorentz pura y una rotacion espaciai sin 
movjmiento relative (en uno u otro orden). Podemos esbozar de manera sencilb el 
procedimiento para construir las transformaciones componentes. Supongamos que 
queremos representar una transform acion de Lorentz por un producto de una 
transfer mac ion pura por una rotacion espaciai: 

L = RP + (7-28) 

Las coordenadas^ de un punto en d sistema transformado estan rebcionadas con las 
coordenadas en el espacio original de la manera siguiente: 

x — L x* 

^Con que rapidez ve un observador en el sistema sin acento moverse al origen del sistema 
con acento (jgv ** 0)? Las coordenadas sin acento de dicho origen son 

X j ^ 4 /^ 4 * ^4 ™ ^44^4- 


El vector velocidad relativa del origen con acento tendra, pues, las componentes 

p „_ 291 

ct x 4 L 44 

De la ecuacidn (7-26) se deduce entonces que 

LU trW*I. 

EL que L u sea real i in plica de manera inmediata que la /? definida por la ecuacidn (7-29) 
este comprendida entre 0 y 1 y que en funcion de este valor de fi t L^ debe tener el valor 

L ++ = (1 -/J 2 )' 2 =V- (7-30) 

Construyamos ahora una transformacion de Lorentz pura P (p) correspondiente al vector 
velocidad relativa (ec. 7-29). La transformacion in versa tiene la matriz P( — p). Se deduce, 
por tanto, que la matriz R se puede construir en forma de producto de la manera siguiente: 

(7-31 > 
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7-3 TRANSF0RMACIONES DE LORENTZ EN ESPACIOS REALES 
DE CDATRO DIMENSIONES* 

A la vez que conserve su propiedad de mantener la ve loci dad de la Inz, la transform acion 
de Lorentz se puede tambien constderar que es una transfonnacibn Lineal en un espacio 
real de cuairo dimensioned En dicho espacio, la cuarta coordenada suele representarse 
porjc 0 = ct. Para que la luz se propague en todos los sistemas isofcropamente con celeridad 
c 9 el cuadrado del modulo de un vector debe seguir vmiendo dado por la ecuacion (7-13)- 
Luego, el espacio real no puede ser euclideo, sino de Riemann con un tensor mctrico 
diagonal G de la forma 



(7 4 ( 1 ) 


donde el indice de las coordenadas toma los valores 1230. De la ecuacion (6-26) 
recordemos que el cuadrado del modulo de un vector en un tal espacio viene dado por 


xGx = x* + x 2 2 + * 3 - x* = x 3 + y 2 + c 2 l\ (7-41) 

exactamente como en la ecuacion (7-13). t Una transformacion de Lorentz foomogenea es 
una transformacion lineal en esie espacio real que mantiene el modulo de los vectores, 
Como los elementos de la transformacion son reales y por tanto no son los mismos de L, 
designaremos por A la transformacion de Lorentz real, La condicion de que los vectores 
tengan igual modulo antes y despues de la transformacion es 


Pero, tenemos 


x Gx = xGx, 


(7 42 } 


xGx' = AxGAx = SAG Ax. 


Asi pues, para que sea valida La ecuacion (7-42), A debe ser tal que 

AG A =* G. (7-43) 


* En el apanado anterior hemos presentado casi todas las caracteristicas cinematicas de la 
transformacion de Lorentz necesarias para el resto del libra. Si bien este apartado y el siguiente son 
i important es para el empleo de la transformacion de Lorentz en divers as partes de la Ffsica modema, 
pueden suprimirse sin afectar ello al oatamiento de la Mecanica clasiea de particuI as relativists. 

t Como el cuadrado puede ser positive o negative, los tensores metricos camo el de la ecuacion 
(7-40) se dice que definen una mctrica indeflmda. 
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podra eseribirse en la forma 



donde A v es el vector covariante: 


A 



(7-52) 


De esta manera, el euadrado del modulo del vector de posicion en el cuadriespacio real 
podra eseribifsc en la forma 


sin haber tenido que introducir espedOcamente el tensor metrico. Solo hemos de recordar 
que un factor del producto escalar se sustituye por el vector covariante form ado per 
contraccion con el tensor metrico.* 

Una vanante del uso de un espacio real consist© en introducir un espacio con el tensor 
metrico 


j-i 0 0 o\ 

0-1 0 Q 1 

0 0 -1 0 

\ 0 0 0 +1/ 


(7-53) 


El euadrado del modulo de un vector de posicion sera ahora 


x G'x = x^G'^Xy “ -jq - jc| — x\ + c 2 t 2 . 


(7 4U> 


Esta claro que una transformacion que conserve este modulo tambien mantendra 
invariante la celeridad de la luz y la transformacion de Lorentz correspondiente debe 
coincidir con la A antes citada* Todo el formaiismo anterior queda inalterado, solamente 
el valor del producto escalar cambia de signo. Los defensores del tensor metrico (7-53) 
aducen que eliminara algunos signos menos en formulas que sugieran posterrormente en la 
Dinamica de particuias. Por otra parte, esta metrics representa un cambio discontinuo 


* Si tralamos del producto escalar de dos vectorss covariantes, debemos «subir» el indice por 
contraccion con el inverse del tensor metrico, el cua) puede demostrarse que es contra vanante. Los 
tensores metricos que estamos empleando* los cuales son diagonals con elementos ±3 son sus 
propios in versos y no hay diferencia entre tensores metricos covari a rues y eontravariantes. 
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(7-20). La matrix de la ecuacion (7-58) puede tambien escribirse en La forma 


Q — 1 


cosh - - o^senhy, 


O 60 | 


an&loga a la ecuacion (4-76) para la rotacion espaciai airededor del eje z. Podemos 
facilmente gener&Kzar esie resuliado para una transform a cion de Lorentz pura arbitraria. 
A1 igual que una rotacion propia se podria parametrizar en funcion de una direccioit del eje 
de rotacion y una rotacion de anguio finite, tambien una rotacion de Lorentz pura se puede 
describir en funcibn de un vector unitario ic en la direccion de! movimiento relattvo y un 
<*angu!o» ^ defmido por la ecuacion (7-20). La forma vectorial de la tranformacion de 
Lorentz (ec. 7-11 y 742) podra escribirse con estos parametros en la forma 

r' — r + (K‘r)K(coshi/f — I) - *x 0 senh^ |7 61) 

x' 0 — —{kt ) seeh^ + x (i cosh \j/<. {1- 62 ) 

c 

La ecuacion (7-61) reeuerda mucho la forma de la formula de la rotacion fmila (ec* 4-92), 
La extension evtdente de la ecuacibii (7-60) al movimiento relative* en una direccion dada 
k es 


Qihjp) = 1 cosh^ — K-csenh^, (7 63) 

4 

que podemos comparar con la ecuacion (4-9S) para rotaciones espaciales.* Observemos 
que la forma de la ecuacion (7-63) demuestra que las matrices O. para transformaciones de 
Lorentz puras son hentuticas* mientras que para rotaciones propias son unitarias* A1 igual 
que sucede con las rotaciones puras, la ecuacion (7-63) implica una representation 
exponential de la matrix Q de una transformation de Lorentz pura: 


Q(k, tjs) — exp [ -k (^/2)]- 


(7 64 ) 


Como una transformation de Lorentz restringida es el producto de una transformacion de 
Lorentz pura por una rotatibn espaeial, podemos combinar las ecuaciones (7-64) y (4-99) 
para obtener la forma correspondiente de la matrix Q; 


Q(n<P; k, ip) = exp [in *<r(0/2)] exp (7-65) 


* No podemos introduce cantidadea analogas a ios «angulo$ de Euler» porque a diferencia de las 
rotaciones propias, el producto de dos transformaciones de Lorentz puras no coline ales no es una 
transformation de Lorentz pura. 
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Por tanto, la reiacion entre Jos dos vectores no se ve perturbada por la rotacidn espacial; en 
el nuevo si sterna seguiremos teniendo 


F ^G. 

Notemos que la invarianda de la forma de la reiacion es totalmente consecuencia del 
hecho de que los dos miembros se transforms!! como vectores. Decimos que los terminos 
de la ecuacion son comrianies* Analogamente, una igualdad entre dos tensores de 
segundo orden 


C = D 

implies ne cesar laments ia misma igualdad entre los dos tensores transformados 

C = D' 

por que ambos tensores se transform an covariantemente ante una roiacion espaciaL En 
cambio, una ecuacidn que comporte por separado una component* de un vector y, por 
ejemplo, una componente de un tensor no podra, evidentetnente, mantener invariants su 
forma ante una transformacion orotogona! tridimensional* La invariancia de una ley 
fisica ante una rot acid n del si sterna de coordenadas expatiates exige la covariancio de 
los terminos de la ecuacion ante las transformaciones ortogonales tridimens ionaks, 

Ahora bien, hemos identificado la transformacion de Lorentz restringida como 
transformacion ortogonal en el espacio de Minkowski o universo. Va hemos manejado 
escalates y vectores en este espacio de cuatro dimensiones* Podemos establecer en este 
espacio analogamente H tensores de otros ordenes con propiedades de transformacion que 
sean general tzadones obvias de las transformaciones tridimensionates. Dichos tensores de 
di versos ordenes se denominaran tensores de universe y comenzaran en escahres de 
universo, vectores de universe (o cuadrivectores)^ etc. La mvarianza de fa forma de toda 
ley fisica ante la transformacion de Lorentz quedara evidentede manera inmediata una vez 
se exprese en forma cuadridimensional covariante, siendo todos los teminos tensores de 
universe del mismoorden. Una ley que no cumpla los requisites del principiode equiValen¬ 
cia no se puede poner en forma covariante. Las propiedades de transformacion en cuatro 
dimensiones de los terminos de una ley fisica hacem pues, las veces de piedra de toque 
para exammar su validez reiativista. 

EJ ejemplo mas sencillo de cuadrivector es el vector de posicwSm de un «punto» en el 
espacio de Minkowski, cuyas components son (x it x 2i jcJ 5 Como las cuatro 
coordenadas de un punto de universo nos dicen donde ha sucedido algo en el espacio 
ordinario y cudndo ha sucedido, sera tal vez mas descriptive tlamar suceso a todo punto 
del espacio de cuatro dimensioned Aun cuando al hablar del universo utilizaremos 
much as veces la terminoiogia tridimensional, con vie ne recordar las imporiantes 


* En esta utilizacidn que de el hacemos, el termino «covariante» no tt'etie tutda que ver con 
^transformation covariante» expresidn utilizada en § 7-3. Lamenta blemente* este es otro ejemplo 
en el cuai rnatemaiieos y fisicos u til iz an un rmsmo termino para dos conceptos total men to distintos, 
Los dos convenes estan denmiado afmeados para que los intentemos cambiar ahora. 
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La veloeidad de universe tiene modulo constante, ya que la sum a u v u v viene dada por 


,2 2 

t V“ _f2 ’ |7 - 751 

y por tanto e$ tambien del genero temporal, 

Puede demostrarse que la densidad de corriente electrica j y lacantidad icp , dcmde p es 
la densidad de carga electrica, constituyen tambien un cuadrivector,^.* La ecuacion de 
conti nuidad para earga y corriente 



se podra escribir en el lenguaje del espacio de Minkowski en la forma 




(7-76) 


Ya vimos (p, 358) que el operador cuadrigmdiente se transforma en el espacio de 
Minkowski como un euadrivector,t ya que 


{ 









(7-77) 


en virtud de la condicion de ortogonalidad de L. Luego el primer miembro de la equation 
(7-76) es la cuadridivergencia de un cuadrivector, es deeir, un escalar de universe y por 
tanto es invariame ante una transformation de Lorentz. Tenemos aqui un ejemplo de 
como al enunciar una ley de la Fisica en el lenguaje del espacio de Minkowski se puede 
poner bien de manifesto su covarianza de Lorentz, 

Otro ejemplo contiene el potential vector y el potential escalar del Electromagnetis- 
mo, los cuales forman juntos un cuadrivector A p — ( A, icp). Si los potentiates cumpten la 
condicion de Lorentz 


V’A + - v = 0. (7 78) 

c cl 


* j it es simplemente el caudrivector donde p 0 es la densidad de carga en el sistema en el cual 

estan en reposo las cargas, es decir, es la «densidad de carga propia». Vease Panofsky y Phillips, 
Classical Electricity and Magnetism, o Jackson, Classical Electrodynamics* 

t En los espacios nocartesianos $etransforma covariantcmente (en el sentidode los matematicos) y 
!a ccnadon (7 76) es, por tanto, el producto escalar de un vector covariante por un vector 

con tra variant e. 
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El otro procedimiento inienta evitar la neeesidad de utilizar una teoria ftsica qm se saiga 
de la propia Mecanica; en el se define la fuerza diciendo que es la variacion de cantidad de 
movimiento por unidad de tiempo, en todos los sistemas de Lorentz: 


"Pf _ p 17-89) 

dt '' 

Sin embargo, la cantidad de movimiento indicada en (7-89) no es mv- sino una derta 
generalizacibn relativists que se reduce a dicha expresibn en el limite de las vetocidades 
pequenas, Lewis y Tolman* han obtenido una ex pres ion de la cantidad de movimiento 
relativista, independiente de la forma (7-83) de la ley de la fuerza, notando que una 
consecuencia invariante de Lorentz de la definicibn (7-89) es la conservacion de la 
cantidad de movimiento en ausencia de fuerzas exteriores, Examinan el choque eiastico 
de dos particular y ^ncuentran la forma detal que se conserve en la mencionada colisibn 
para todos los sistemas de Lorentz, Pero habiendo aceptado (7-83) como forma de la ley 
de la fuerza, podemos hallar la cantidad de movimiento reiativista y el significado de a 
yn tiempo, escribiendo (7-83) en una forma que se parezca a (7-89) todo lo posible, De la 
relacion entre r y t t y de la definicibn de cuadriveiocidad, podemos escribir las 
componentes espadaies de la ecuacibn (7-83) en la forma 


d 

1 mt: f 

dt 

\ji -p 2 i 


= Kj 1 - (t 


Comparand© esta expresion con (7-89) vemos que el teorema de conservacion de la 
cantidad de movimiento sera invariante si definimos la cantidad de movimiento mediante 
la expresion 



0 90 ) 


y que F t y K t esten relacionadas tal como indica la ecuacibn (7-87). Se observara que la 
ecuacibn (7-90) se reduce a mv- cuando -*■ 0. Los dos procedi mientos conducen, pues* a 
la misma conclusion. La comparacibn de la ecuaeion (7-90) con la ecuacibn (7-74) que 
define la cuadrivelocidad demuestra que p, constituye la parte espacial del llamado 
cuadrivector cantidad de movimiento-energia; 


P, 


— mu v 


a j 


* Vease R. D. Sard, Relativistic Mechanics , pp. 146-152. 
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movimiento el sistema mediante una fuerza conocida.* A escala atomica o nuclear, la 
energia incidente del movimiento puede mvertirse, por ejempfo* en la creacion de una 
tercera particula. En la Fisica modema abundan ejemplos de este estik>; en el apartado 
siguiente encontraremos alguna de las cuestiones de Cinematics relativista referentes a 
tales cheques. Desde luego, el proceso puede tener lugar en senfido opuesio —conversion 
de energia en reposo en energia de movimiento, El ejemplo mas sorprendente a escala 
terrestre lo proporcionan probabJemente las explosiones micieares, De nuevo, la energia 
total T de un ingenio o amta nuclear se mantiene constante durante la explosion; sc libera 
gran eantidad de energia cmetica en virtud, soiamente, de una dismimicion de la masa del 
contenido, A pesar de las espantosas energks que se producer^ la perdida de masa s6lo es 
de alrededor del 0,1% de la masa original. 

Formalmente* la rekeion entre la energia T y la eantidad de movimiento se express 
diciendo que el modulo del cuadrivector eantidad de movimiento-energia es constante: 

P„P, = -m 2 c 2 = p 2 - '- 2 - 


de donde 


T l - p 2 c 2 + mV. (7-100) 

La ecuaeion (7-100) es la analoga relativista de la re lac ion T=p-flm de k Mecinica no 
relativista, con la diferencia de que en aquella T incluye la energia en reposo. De k 
defmicidn de T (ec. 7-96) resulta evidente que la energia de una particula con masa en 
reposo finite tiende a inflnito cuando m eeleridad tiende a la de la luz, Dicho de otro modo, 
se necesita una eantidad infinite de energia para aumentar la eeleridad de una particula 
material (o de una nave espacial) desde el reposo hasta la eeleridad c de la luz en el vacio. 
Es esta otra prueba de que es imposible alcanzar o superar la eeleridad de la luz en el vacio 
parttendo de cualquier eeleridad finita inferior ac.t 


77 CINEMATICA RELATIVISTA DE LAS COLISIONES Y DE SISTEMAS DE 
MUCHAS PARTlCULAS 

Las formulacionesde los apartados smteriores nos permiten generalizar relativisticamente 

* Los cambios de masa que intervlenen ert tales cheques macroscoptcos son, desde luego, muy 
pequenos porque un joule de energia corresponde a una masa de solo 1,1 X 10 14 g, 
t Se ha seflalado que no violaria este eouociado el tener particular nacidas eon ederidades mayores 
que ia de la luz en el vacio, Para tales «taquioite$» la energia, en virtud de la ecuacion (7-96), solo 
podria ser real si la «masa« asociada a la particula fuesc imaginaria, De hecho, esto signifies que un 
taquion est | des crito por un parametro real m tal que la energia total venga dada por T = 
= m c*/\/f} 2 — l. Las especulaciones acerca de la naturaleza de los taquiones y de sus mteracciones 
han dado origen a un floreciente debate acerca de como podrian encajar en nuestros puntos de vista 
nomiales de la causalidad. Profundizar en este tema careceria de sentido por cuanto no hay 
ab&oltttamente ninguna evidencia experimental, por el momenta, de la cxistencia de die has 
particular 
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esta energia umbral resulta ser 

= Q 2 + t x +jnj\ 
m x c 2 2m y m 2 


( 7 - 108 ) 


Un ejemplo comun de la aplicacidn de la ecuacidn{7-108) lo encontramos en la histdrica 
production del anti proton mediante la reaction 

p+tf^p+jV + p + p, 

donde jV es un nucleon, sea un neutron o un proton. Las masas de tod as las parlicutas que 
mtervienen son casi iguales a 938 MeV de energia de la masa en reposo equivalent? y Q = 
= 2m, La ecuacidn (7-108) dice, pues, que la energia cinetica en el umbral de la paxticula 
incident? debe ser 


K t - 6mc- = 5,7 GeV, 

que es ei triple de la energja representada por Q. En cambio, si la reaccion la iniciarandos 
nucleones incidentes uno contra otro con velocidades iguales y opuestas, et sistema del 
laboratorio seria el mismo que el sistema C-D-M. Toda la energia cinetica esta disponible 
en este case para pasar a la produce ion del par prot6n-antiproton y cad a una de las 
pardculas incidentes en el umbral necesitan tener una energia cinetica de movimiento 
equivalente, tan solo, a la masa de un prot6n t o sea 938 MeV. No nos extranan los 
sacrificios que se hacen para constniir maquinas que den haces para colislones. 

Otro ejemplo instructive de calculo de umbral lo tenemos en la production de 
fotomesones, por ejemplo, mediante Ea reaccion 




(7 109) 


donde y representa un foton. Para los fines de la Mec&nica clasica, un foton es una 
particula de masa nula que tiene una cantidad de movimiento especial °p y una energia 
°pc,* AI calcular Q , la masa de m, es cero; 


Q = (IP + K + - P) = 748 MeV. 


* El cuadrado del mddulo del cuadri vector cantidad de movimiento energia del foton es cero;, se dice 
a veces que el vector es «del genero Jufc». El teorema del centre de masa (p. 381) solo puede fallar si 
sodas las particuias son fotones e mcluso en tal caso, si los fotones se mueven todos en la mtsma 
dsreccion y sent id o. 
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en funcion de sus propiedades incidents; 


T 3 = T t - y 2 ft(l - COS0)(P,C - /i/,). 


(7-118) 


En ia ecuacion (7-118), y y $ deben expresarse en funcion de las cantidades incidentes 
con ayuda de Las ecuaciones (7-113) y (7-114), con lo que results La relacion 


?PtPi* - PT t ) ^ 


m 2 PU 2 


l 1^2 ' 


2m 2 T v + (mf + mf)r 


Teniendo en cuenta la relacion existente entrep E y T x (ec, 7-100), podemos eseribtr esta 
relacion en la forma 



fHPt c “ ) = 


+ 2^^-) 

2 m l K l 4 (ffij + m 3 ) 2 c 2 


(7-119) 


Con algunas manipulaciones algebraicas, podremos escribir la ecuacion (7-118) en ia 
forma 



K 


2pi \ + f f 1 /2) 
(I 4- p) 2 + 2pS x 


(J — cos 0), 


(7-120) 


donde p = m 2 /m Xi como en § 3-11 para la dispersion elastica y s\ es Ja energia cinetica de 
la particula incidente expresada en unidades de la energia de la masa en reposo, 



OT,C 2 ’ 


(7-121) 


La ecuacion (7-120) es la eontrapartida relativista de la ecuacion (3-117’)* Facil es ver 
que la ecuacion (7-120) se reduce al caso no relativista cuando —■ 0 y que si p = 1 
(masas iguales), las correcciones relatmsias se destmyen, La ecuacion (7-120) implies 
que la minima energia despiuis de la dispersidn, en unidades de m,^ 3 , venga dada por 


(^)m^ = 


(i - p) 1 

(1 + p) 2 + 2p/S. 


(7-122) 
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que tiene a la ecuacion (1-11) como forma limite no re3ativista. 

En el caso de un si stem a que contenga muchas particulas, podemos definir un 
caudritensor (analogamente a como se hizo con el cuadrivector cantidad de movimiento- 
energia total) en la forma 


s 


(7 131} 


donde el indices denote la particula j-esima. Formar una ecuacion de movimiento para 
M |1V resulta mas dificil porque cada particula tiene su tiempo propio particular, (Por la 
misma razon, no lo vamos a intentar ni paraP^.} Ahora bien, podremos dar razonamientos 
plausible® para laconservacidn de M„ v en detennmadas cireunstandas* Si el sistema esta 
tolalmente aislado y las particulas no se ejercen inieraccioues entre si ni con el mundo 
exterior (incluidos los campos), en virtud de la ecuacion (7-130) se conservara para 
cada particula y en corasecuencia, tambien se conservara Incluso si las particulas se 
ejercen inter acciones, pero estas sdto tienen tugar mediante colisiones bmarias en un 
punto, aun habria conserv acton segun podemos ver a traves del razonamiento siguieme, En 
el instante en que chocan las dos particulas* estan moviendose juntas y tienen el misnto 
tiempo propio, (Bicho de otro modo, se cortan sus lineas de universo y comparten el 
mismosucejo,) Podemos, pues, escribir una ecuacion de movimiento de la forma de la 
(7-130) para la suma de sus mementos cineticos. Si las fuerzas impulstvas de contacto son 
iguales y opuestas —como seria de esperar de la conservacion de la cantidad de 
movimiento en el choque— la suma de los momemos impulsive® sera nula. Por tamo, en 
tales cheques se conservara tambien el momento cinetico re I all vista. Notemos que, a 
diferencia de lo que sttcede en el caso no relativists, las interacciones deben limitarse a 
choques puntuales instantaneos. 

El momento cinetico relativist a obedece al mismo tipo de teorema referente a la 
traslacion del punto de referencia que se cumple en su contrapartida no relatxvtsta, Ert la 
definicion (ecs. 7-128 6 7-131), el punto de referencia (en reaiidad el «sucesoj> de 
referencia) es el origen arbitrario del sistema de Lorentz. Respecto a otro suceso de 
referencia a*, el momento cinetico total es 


= X [(*,„ - a„)p s , - [x„ - 


= M„ v (0> - ia„P r - a v P u ). 


(7-132) 


Al igual que en el caso no refativista, la variacion de las componentes del momento 
cinetico es igual al momento cinetico, respecto al origen, que tendiia todo el sistema si 
estuviera concentrado en a x , 

En el capttulo 1 habia un punto de referencia particular que desempenaba un papel 
importante: el centro de masa. Podemos encontrar ahora algo pareetdo, al menos en un 
sistema de Lorentz, examinando la naturaleza de las tres componentes no espaciales de 
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Si la particula parte del reposo en el origen de manera que x c = 0 y v 0 ** 0 = a t la ecuacidn 
(7-144) podra escribirse en la forma 


2 


2 t 2 


X + -I - c~t 
a 



que es la ecuacidn de una hiperboia en el piano jc, f. (En iguales condictones, el movimiento 
no relativists es, desde luego, una parabola en el piano x r L) El It mite no relativists se 
obtiene a partir de la ecuacidn (7-144) considerando (at 4- a) pequeno frente a c: se 
obtiene faeiltnente la formula para novato en Fisica de x en funcidn de r, dandonos cuenta 
que en este limite a -* v Q 

El movimiento descrito en este ejemplo nos lo encontramos en situaciones mas o 
menos reales. For ejemplo, corresponde a la aceleracion de electrones a celeridades 
re J a ti vistas en el si sterna del laboratory por medio de un campo etectrieo const ante y 
unifonue. La ilusiracibn que vamos a considerar a continuacidn es mas academica pero 
tiene interes como ejemplo de las tecntcas que se utilfean: 

2, Osciiador armonico uni dimensional relativist a, En este caso, la lagrangiana es de 
la forma indie ad a en la ecuacidn (7-136) siendo 


V{x) 



(7 1451 


Como entoncesL no es expltei laments funcidn del tiempo y nodepende de la veloeidad, la 
energia total E es eonstante, De la ecuacion (7-140) podemos despejar la velocidad y 
tenemos 


I 






2 4 

me 


(E- V ) 1 


17 146 ) 


De momenta no vamos a sustituir la forma particular de V(x) y generalizaremos 
ligeramente el problema de manera que incluya un potencial cualqulera que comparta las 
caracterisiicas cualitativas de la ecuacidn (7-145). Ast pues, supongamos que V(x) es una 
ftmcidn potencial cuaiquiera simetnea respecto al origen y que presente un minimo en el. 
En tal caso, si E esta comprendida entre F(0) y el maximo de F, el movimiento sera 
osctlatorio entre los limites x = — b y x — +h, determmados por 
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Asi pues, si se satisfacen tres cualesquiera de las ecuaciones de Lagrange (7-157) 
resultara, tan sola a consecuencia de la propiedad de ser homogenea A, que la cuarta se 
satisfaee identicamente. 

Atrevamonos a efectuar esta transformacion para el caso de una particula libre. Segun 
la ecuacibn (7-136), la lagrangiana «no covariante» para la particula libre es 


■ 4 

— — ntCy /1 — x.\ t . 

En virtud de la transformation dada en la ecuacion (7-159), una posible lagrangiana 
covariante sen a entonces* 




*X- 


(7 162) 


Con esta lagrangiana, las ecuaciones de Euler-Lagrange son equivalentes a 


d 

do 


mex v 


v r w 

>J “ W 



El parametro 0 debe ser una funcidn monoiona del tiempo propio r con lo que las 
derivadas respecto a 0 estan relacionadascon las derivadas en fimcidn de r mediante la 
expresion 


i 





Luego, las ecuaciones de Lagrange corresponden a 


mcu y \ d (mu y ) 

V ' ” tix 

que son las ecuaciones (7-83) para una particula libre. Segun vimos ante norm ente, la 
cuarta de estas ecuaciones nos dice que la energia cinetica T se conserva (cfr. ec, 7-95), 
cosa que no es mieva pero que puede dedudrse de las otras tres ecuaciones. 

Hemos Uegado asi a un metodo lagrartgiano covariante que funeiona, al menos para 



* En las mariipulaciones algebraicas que He van a la ecuacidn {1- 162) hay una ambigiiedad de signo 
que debemos decidir de tal manera que L di tenga el mismo valor que A dB, El pmo final de la 
deduceion debera eseribirse en la forma 


A — itru\ vj- + .v'.v' = 









Notemoa tambien que la eleccion de la meirica especial dellnida per la ecuacion (7-53) eliminaria 
el sigrto menos en la cantidad subradical, pero a expensas de otras complicaciones en la notacion. 
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Capitulo 8 

Ecuaciones de movimiento de 
Hamilton 


La formul ae ion de Lagrange de la Mecanica se ha desarrollado en gran manera en los dos 
primeros capitulos y la mayor parte de lo traiado despues se ha referido a aplicaciones 
dentro del marco del metodo de Lagrange, Gn este capitulo reasumimos el desarroHo 
formal de la Mecanica prestando atencion a otra representation de la estructura de la 
teoria conotida por el nombre de formulation de Hamilton. No se ahade nada nuevo a la 
Ftsica que intervene; solo obtenemos otro metodo {mas potente) para trabajar con los 
principles fisicos ya establetidos, Los metodos de Hamilton no son partieuiarmente 
superior es a las tecnicas de Lagrange en la solucirin directa de problem as mecanicos. La 
utilidad del punto de vista de Hamilton consiste, mas bien, enproporcionar un marco para 
extensiooes teoricas en muchos campos de la Fisica, En la Mecanica clasicaconstituye la 
base para desarrollos ulteriores, tales como la teoria de Hamilton-Jacobi y los metodos de 
perturbationes, Fuera de la Mecanica clisica, la formulation de Hamilton proporciona 
gran parte del lenguaje con el cual se construyen la Mecanica estadistica y la Mec&ntca cuan- 
tica de hoy en dia. En los capitulos que siguen vamos a suponer que los si stem as me¬ 
canicos son holonomos y las fuerzas monogenas, es decir, que derivan o de un potendal que 
solo depende de la position* o de potenciales genera Liz ados dependientes de la velocidad, 
del tipo tratado en § i-5* 


$-1 TRANSFORMACIONES DE LEGENDRE Y ECUACIONES DE MOVIMIENTO 
DE HAMILTON 

En la formuktirin de Lagrange no relativism* un sistema con n grades de libertad posee n 
ecuaciones de movimiento de la forma 


d \dL 


8L_ 
£ % 


- 0 , 


( 8 - 1 ) 
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que H debe siempre expresarse en funcion de q f p (y posiblemente f), Es para hacer 
resaltar esla diferencia de comportamiento funcional por lo que se han dado simbolos 
diferentes a las cantidades aun cuando tengan iguales valores numericos* 

Nommaimente* deberemos eonstruir la hamiltoniana para cada problems a traves de 
la formulae ion de Lagrange. El metodo formal requiere una larga secueneia de pasos: 

1. Elegido un sisiema de coordenadas generalizadas, q J( se constraye la lagrangiana 

<?,. 0 

2. Mediante las ecuaciones (8-2) se define n las cantidades de movimiento eonjugadas 
en funcibn de q ff q it y t t 

3. Se uliliza laecuaci6n(8~8)parafomiar 3a hamiltoniana. En este moments tenemos ft 
en vez de H , o mas bien una funcion mixta de q ir q i% /?, y t. 

4. Se invierten entonces las ecuaciones (8-2) para obtener las q i en funcion de {q, p, {), 
Mas adelante trataremos algunas posibles dificultades de la inversion, 

5. Se aplican Ids resultados del paso anterior para diminar de H las q de manera que 
quede expresada tan solo en funcion de (q, p, r) + 

Ahora estamos Hstos para utilizer la hamiltoniana en las ecuaciones candnicas de 
movimiento. 

En muchos sistemas fisicos es posible abreviar la secuencia que acabamos de 
describir, Segun vimos en § 2-6, en muchos problemas la lagrangiana es una sums de 
funciones cada una homogenea en las velocidades generalizadas de grado 0, 1 y 2, 
respectivamente. En tal caso, segun lo prescriio en la ecuacion (8-8) t H vendra dada por 
(cfr. ec. 2-57) 


donde L 0 es la parte de la lagrangiana independiente de las velocidades generalizadas y 
L 2 es la parte que es homogenea de segundo grado en q r Ademas, si las ecuaciones que 
defmen las coordenadas generalizadas no dependen explidtamente del tiempo, sera 
= T y si las fuerzas derivan de un potential conservative V , sera L a = Cuando se 

cumplan estas dos condtciones, la hamiltoniana sera autom&tfcamente la energia total: 

H = 7 + V — E. 18 151 


Si se cumple la ecu acton (8-14) o la (8-15), se eliminara gran parte de las 
tr an sformac iones algebraicas del tercero de los pasos antes tndicados, 

Podemos dar un paso mas, En clases extensas de problemas sucede que L 2 es funcion 
cuadratica de las velocidades generalizadas y L, es funcion Lineal de esas mismas 
variables. Las transformaciones algebraicas correspondences a los pasos entre el 2 y el 5 
podran entonces efectuarse, a! menos formalmente, de una vez por todas, Para ver esto 
coloquemos las q i formando una matriz columns 4 Con las hipdtesis citadas, podremos 
escribir la lagrangiana en la forma 

LUl.ii,tl = L lt (y. i) + + ^Tq, ‘ s l<M 


>py righte 


mate 




Yo u h aye e i th e r re a c h e d a p a g e th at i s u n a va i I a b I e fa r vl e vvi n g o r re a c h e d yo u r vi ewj n g li rn i t f o r this 

book. 



Yo u h aye e i th e r re a c h e d a p a g e th at i s u n a va i I a b I e fa r vl e vvi n g o r re a c h e d yo u r vi ewj n g li rn i t f o r this 

book. 



Yo u h aye e i th e r re a c h e d a p a g e th at i s u n a va i I a b I e fa r vl e vvi n g o r re a c h e d yo u r vi ewj n g li rn i t f o r this 

book. 


Ecuaciones de movimiento de Hamilton 


427 


matriz (no tiene ningun nombre norma lizado) es on a e specie de version 2 n X 2 n del pro- 
ducto de i por la matriz de Pauli (cfr. ec. 4-74) y per tanto, su cuadrado sera la matriz 
In X In unidad. cambiada de signo: 

J- - —1. (8 32! 


Es tambien onogonal: 



con Jo ctial 

J - - J = J 


8 33) 


(8 } 4 ) 


De six ortogonalidad se deduce que el cuadrado de su determmante es 1, si bien se puede 
probar (cfr, Ejercicio 25) la afirmacion mas fiierte, 

|J| = + h !H 347 


8-2 CGORDENADAS CfCLJCAS ¥ TEOREMAS DE CONSERVACION 

Begun la deflnicion dada en § 2-6, una coordenada ciclica q } es la que no aparece explici- 
tamente en la lagrangiana; en virtud de las ecuaciones de Lagrange, su cantidad de 
movimiento conjugadap y sera constants. Ahora bien, la comparacion de la ecuacion (8-9) 
con la (8-10) ya nos ha dicho que 


i l m 
P} ~ Pq* ~ Cq } 


Una coordenada que sea ciclica estara, pues, tambien ausente en la hamiitoniana * 
Inversamente, si en H no aparece una coordenada generalizada, se conservara la cantidad 
de movimiento conjugada. Los teoremas de conscrvacion de la cantidad de movimiento y 
del momento cinetico de § 2-6 pod ran, pues, pasar a la formulation de Hamilton sin mas 
que sustituir L por H. En particular, la relation entre I a mvarianza o propiedades de 
simetria de! sistema fisico y las constants del movimiento, tambien podran deducirse en 
funcion de la hamiitoniana. Por ejemplo, si un sistema esta totalmente autocontenido, con 
solo fuerzas intern as entre las particulas, se podra mover como conjunto rigido sin afectar 
a las fuerzas o at movimiento substguiente. Se dice entonces que el sistema es invariante 
ante un desplazamiento rigido. Por tanto, ima coordenada generalizada que describa 
dtcho movimiento rigido no figurara explicitamente en la hamiitoniana y se conservara la 
cantidad de movimiento conjugada correspondiente. Si el movimiento rigido es una 


* Esta conclusion tambien se deduce de la definition dada por la ecuacion (8-8), ya que H solo 
difiere de — L en p { q ,, que no contiene explicitamente a g it 
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exponenciales oscilatorias de la forma de la ecuacion (6-9), con pulsaciones w que scan 
las raices del determinante secular: 


|c + io) b - o} 2 a\ — 0, l® 53) 

(cfr. ec. 6-11). A pesarde aparecer termmos lineales en puede demostrarse* a partir de la 
arttisimetria de b y de la simetria de las otras matrices que la ecuacion secular es funcion 
de d) J solamente (como era de esperar en base a razonamientos Fisicos a partir de la 
simetria ante la inversion del tiempo), Si las raices de la ecuacion (8-53) corresponden a <o 
real J as desviaciones respecto al estado estacionario pod ran estar acotadas v sera posible 
la estabilidad. Los valores imaginarios de tu pueden conducir a un ineremento de p 
ilimitado en el transcurso del tiempo, lo que indicaria inestabilidad del movimiento 
estacionario. 

Debemos reconocer que estas afirmaciones dan una imagen demasiado simplificada 
del problems general de la estabilidad del movimiento. Hay muchas complicactones, las 
men ores de Las cuales son las cuestiones acerca de la naiurafeza del movimiento cuando la 
ecuacion (8-53) tenga raices multiples o nulas. Mas importante es la incertidumbre de 
hasta qud punto pueden las ecuaciones de movimiento linealtzadas (8-52) representar las 
os c i lac i ones incluso para el caso de amplitudes pequenas y representar la naturalsza de 
las soluciones alineales. £1 tema general de la estabilidad del movimiento constituye aim 
hoy un campode investigation muy activo en el que se utilizan a menudo herramientas 
mat cm a tic as muy sofisticadas que se salen del ambito de este libro. 

Con un ejemplo sencillo, casi trivial, podemos aclarar el metodo de Routh y el 
significado fssico de las cantidades que Intend enen. Consideremos el caso estud i ado en 
§ 3-6, de una particula que se mueve en un piano bajo la influencia de una fuerza central 
J{r) que deriva de un potential V(r). La lagrangiana sera 

L “ y(r 2 + r 2 6 2 ) - V(r). 

Tal como hicimos notar antes, la coordenada ignorable es 8 y si representamos per / la 
cantidad de movimiento conjugada, la correspond iente routhiana sera 



+ V(r\ 



Vemos fisicamente que la routhiana es el potential equivalents unidimensional F(r) 
menos la energia cinetica del movimiento radial, (El signo menos aparece porque la 
roulhiana definida por la ecuacion 8-42 es la lagrangiana del problema unidimensional 
efectivo cambiada de signo.) En el movimiento estacionario, la coordenada no ciclica r es 


* Vease K. R. Symon, Mechanics, 3.® ed. (Reading. Massachusetts: Addison-Wesley, 1971) 
p. 483. 
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En la hamiltoniana correspondiente desaparece el termino en como es habitual y la 
pane restante L t en funcion de las cantidades de movimiento canonicas es 



( 8 “ 62 ) 


Las dos hamiltonianas (ec. 8-61 y 8-62) son consianies, de ignal valor, —me 2 /% pero 
para obtener las ecuaciones de movimiento lo que importa es ladependential^/idofla/ de los 
cuadrivectores de posicion y de cantidad de movimiento. Con un sistema de una particula, 
la hamiltoniana covariante conduce a ocho ecuaciones de movimiento de primer orden 


d\ v _ rlH 
dz ~ d P ; 

Sabemos que estas ecuaciones no pueden ser todas independientes. Las partes espaciales 
de las ecuaciones (8-63) conducen evidentemente a las ecuaciones de movimiento 
espaciales* Podriamos, pues, esperar que las dos ecuaciones restantes no nos digan nada 
nuevo, exactamente como en el caso lagrangiano. Podemos comprobar esto exambando 
las ecuaciones v — 4 en un cierto sistema particular de Lorentz* Una de ell as es la 
ecuacion eonstitutiva de p 4 : 


d Pv _ _ |8-63j 

dx cx x 


e\H 
lU = — 

‘ r 4 




i 

4 

J 


o sea 


i „ £ iH 

P* = - {T + qtj>) = 
c c 


conclusion genera! que ya habiamos observado. La otra se puede escribir en la forma 


o sea 


J_ dp A 1 flH 
v / I - p 2 dt it ( t 


dll 

dt 




riH 

% * " 

it 
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del principio variacional. Supongamos, por ejemplo, que restamos del iniegrando de la 
ecuacidn (S-65) ia cantidad 


d 

, ttiPi)- 

it f 

El principle de Hamilton modifieado diria entonces 

| (-Ptfi ~ ^0 (ft 7H 

* 1 r 

Aqui, el integrando/de la ecuacidn (8-66) es fund on de/? y se comprueba facilmente que 
las ecuaciones de Euler-Lagrange (8-67) y (8-68) con esta/corresponden de nuevo a las 
ecuaciones de movimiento de Hamilton (8-12), Con todo, el iniegrando de la ecuacidn 
(8-71) no es la lagrangiana m puede, en general, estar reladonadocon ella mediante una 
transformacidn puntual en el espacio de configuraciones. Restringiendo a cero la 
variacion de q y de p en los puntos extremes, el principle de Hamilton modificado 
proporciona una via independiente y general para establecer las ecuaciones de 
movimiento de Hamilton sin formtilacidn previa de la lagrangiana* Si queremos, podemos 
supdmir La necesidad de conexidn entre las variables candnicas hamiltonianas y el corres- 
pondiente sistema lagrangiano de coordenadas y velocidades generalizadas* Esto nos va a 
resuitar muy importante en el capitulo siguiente do ride examinaremos transformaciones de 
variables del espacio fasico que conservan la forma hamiltomana de las ecuaciones de 
movimiento. 

El requisite de variacion independiente parag y para/?, tan esenciai para la deduccion 
anterior ilumina ladiferencia fundamental existente entre las formulaciones de Lagrange y 
de Hamilton. Ni las coordenadas q s ni las cantidades de movimientop, se ha de considerar 
aqui que constituyan el sistema de variables mas fundamental; ambos son igualmente 
iudependientes* Solamente ampliando el campo de variables independientes de n 
cantidades a 2 n hemos podido obtener ecuaciones de movimiento que seat) de primer 
ordem En cierto semido, los nombres de «coordenadas?> y ^cantidades de movimiento» 
son poco afortunados ya que nos sugieren la idea de coordenadas espaciales y de 
cantidades de movimiento o, como maxima, mementos cineticos* A dichos ter mi nos hay 
que darles ahora un significado mas amplio. La division en coordenadas y cantidades de 
movimiento o mementos cinetlcos solo corresponde a una separacidn de las variables 
independientes que describen el movimiento, en dos grupos que tienen una relacion casi 
simetrica una respecto a olro a traves de las ecuaciones de Hamilton* 


8-6 PRINCIPIO DE MINIMA ACCS6N 

Otro principio variacional asociado a la formulacion de Hamilton es el llamado principio 
de minima accidn. Contiene un nuevo tipo de variacion, que llamaremos variacion A, que 
exige una explicacion detallada. En el proceso de variacion <5 utilizado en el estudio del 
principio de Hamilton en el capitulo 2, el eamino variado en el espacio de las 
configuraciones terminaba siempre en puntos extremes que representaban la configura- 
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( 8-83),* Se constmye asi un espacio de configuraciones para el eual 3os coeficientes M A 
forman el tensor metrico. En general, d espacio sera curvo y no ortogonal El dementode 
longitud en dicho espacio estara entonces definido por (cfr, ec. 6-24) 


Uh>) 2 - M Jk dq j dq k 


con lo que la energia cinetica tendra la forma 


o, !o que es equivaknte. 




{X 86} 


(H XI) 


(8 881 


La ecuacion (8-88) nos permit© un cambio de variable en la integral de accion abreviada 
consistent© en pasar de t a p y el principio de minima accidn quedara en la forma 

Jr, 


o, finalmenie 


i***' 


x 


H V(ii)df> =a 




(8 89 ) 


A la ecuacion (8“89) se le da a menudo el nombre de forma de Jacobi del principio de 
minima accidn, Se refiere a! camino del punto figurative del si sterna en un espacio de 
configurac iones curve especial caracterizado por e! tensor metrico de elementos M jk . El 
punto figurative del sistema recorre el camino en este espacio de configurac iones con una 
celeridad dada por \ 2 T. Si sobre el cuerpo no se ejercen fiierzas, T es constants y el 
principio de Jacobi dice que el punto figurative del sistema se mueve a lo largo del camino 
mas eorto en el espacio de configurac iones, Dicho de otro modo equivalence, el 
movimiento del sistema es tal que su punto figurative se mueve a lo largo de las geodesicas 
del espacio de configuraciones, 

Debemos inssstir en que la forma de Jacobi del principio de minima accion se ocupa 
del camino del punto figurative y no de su movimiento en el tiempo. La ecuacion (8-89) es 

* Los elementos de T eran independientes de Ids dcsplazamicntos respeeto a las posiciones de 
equilibria, Ahora los elementos M jk son, en general, funciones de las*?, Sin embargo, la diferenciano 

afecta a la formulacion en absolute. 
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donde a t b t a y k son constantes. 

a) Hallar una lagrangiana que eorresponda a esta hamiltoniana. 

b) Hallar una lagrangiana equivalent? quc no dependa explicitamentc del tiempo, 

c) £Cual es la hamiltoniana correspondiente a esta segunda lagrangiana y quc relacion exist? 
entre las dos hamiltonianas? 

7, Hallar la hamiltoniana para e! sistema descnto en d ejercicio 13 dd capitulo 5 y obtener las 
ecuaciones de movimiento de Hamilton para eJ sisiema, Para KaJIar la hamiltoniana. vitilizar tamo el 
metodo directo como d matricial, 

8, Repetir el ejercicio anterior, con la difereneia de que ahora se permite que d pendulo se mueva 
en tres dimensiones, es dedr, sea un pendulo esferico cargado por resorte. Ptiede utttjzarsc d metodo 
directo o el matricial. 

9, El pun to de suspension de un pendulo simple de longitud / y masa rn esta obtig&do a moverse a lo 
largo de una parabola z = ax' situada en un piano vertical. Deducir una hamiltoniana que rija d 
movimiento del pendulo y de su punto de suspension. Obtener las ccuaciones de movimiento de 
Hamilton, 



ID, Obtener las ecuadones de movimiento de Hamilton para un pendulo piano de longitud / y mass 
puntual m cuyo radio de suspension gire uniform entente a lo largo de una circunferencia vertical de 
radio a, Describir fisicamente la naturaleza de la cantidad de movimiento canonica y de la 
hamiltoniana. 

11. a) El punto de suspension de un pendulo simple piano de masa m y longitud / esta obligado a 
moverse a lo largo de una pista horizontal y esta conectado a un punto de la periferia de un volatile 
umforme de masa M y radio a mediante una biela sin masa euya longitud es tambien a T tai como se 
indica en 3a figura, El volante gira alrededor de un centre fljo en la pista, Hallar una hamiltoniana 
para el sistema combinado y las ecuariones de movimiento de Hamilton, 
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y como la hamiltoniana no puede ser funcidn explicits ni del tiempo ni de las 
coordenadas ciclicas, podra escribirse en la forma 

/■/ — ■ ■. * lt K 

En consecuencia, las ecuaciones de Hamilton para seran simptementc 


donde las w, son funciones tan solo de las a, y per tamo son tambien constants en el 
tiempo. Las ecuaciones (9-1) tienen las soluciones inmediatas 

q. = o h i + ft, (9 2) 


donde las ft son constantes de integradon, determmadas por las condieiones inieiales, 
Podria parecer que la solution de este tipo de problems, por lo facil que es, solo pueda 
ser de interes academic© ya que raramente se encontrara en la praclica que todas las 
coordenadas generalizadas scan ciclicas* Pen) un sistema dado puede describirse por mas 
de un sistema de coordenadas generalizadas. A$i, para estudiar el movimiento de una 
pardcula en un piano se pueden tomar como coordenadas generalizadas o bien las 
coordenadas cartesianas 

Hi = *. Hi - J\ 

o bien las coordenadas polares planas 

H i = ^ Hi = 

Ambas eleceiones son igualmente validas, si bien podra ser mas convenient uno u otro 
sistema para el probiema que se considers, Observemos que en el caso de fuerzas 
centrales no son ciclicas ni x ni j\ mientras que el segundo sistema contiene una 
coordenada ciclica, cual sen a el angulo 0 * A si pues, el niimero de coordenadas ciclicas 
depende de la eleccion de las coordenadas generalizadas y para cada probiema puede 
haber una deccldn particular para la cual todas las coordenadas sean ciclicas. Si podemos 
hallar tal sistema, lo que queda por hacer es trivial. Como las coordenadas generalizadas 
obvias sugeridas por el probiema no seran normalmente ciclicas, debemos deducir 
primeramente un metodo especificoparapayar de un sistema de variables a otro que pueda 
ser mas conveniente. 

Las transformaciones consideradas en los capitulos anteriores entranaban pasar de un 
sistema de coordenadas q f a un nuevo sistema Q { mediantc ecuaciones de transformacion 
de la forma 


Q t = QiUul 


|9 31 
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irans form acion) y podran a veces haber otras ambigtiedades. 

Sucede a veces que no es adeeuado describir la transformation candnica mediante una 

funcion generatrizde 1 tipo F t (q, Q, /). Per ejemplo, la transform ac ion puede serial que no 

se pueda escribir las p { en fiincion de q f Q y t sino en funcion de q, P y (. En tal cascu 

buseariamos una funcion generatriz que sea funcion de las coordenadas antiguas q y de las 

cantidades de movimsento nuevas P. Evidentemente* en tal caso deberemos sustituir la 

■ ■ 

ecuacion (9-13) por una relacion equivaiente que contenga las P r en vez de las Q it 
Podemos lograr esto eseribiendo la F de la ecuacion (9-11) en la forma 


Sustituyendo esta F en la ecuacion (9-11) liegamos a 



K + . FAq. Pjl 
at 


( 9-151 


(9 16) 


De rcuevo, desarrotlaremos la derivada total 6eF 1 y reagruparemos los coefieientes de q , y 
P. con lo que Uegaremos a las ecuaciones 


con 


Pi = 


bf 2 



(9-1 7a) 



dF, 


& 

& _ , 

(9 17b) 

fP 

i 



K = H + 

at 


(9-17c) 


Como antes, de las ecuaciones (9-17a) habremos de obteneri* en funcion d cq r p j y L para 
corresponder a la segunda mitad de las ecuaciones de transformacion (9-4). La otra mitad 
de las ecuaciones de transformation nos la dar&n las ecuaciones (9-! 7b), 

Los metodos correspondientes para los dos restantes tipos generales de funciones 
generatrices resultan ahora evidentes. Una funcion generatriz F * de las antiguas 
cantidades de movimiento p i% las nuevas coordenadas Q ( y el tiempof se define haciendo 

F = q i p i + FsfaQj). (9- m 

en funcion de la cual t la ecuacion (9-11) queda en la forma 

= P f Qi - K + ^Fa(p,Q,4 (9 l l ri 
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del tiempo, no conteniendo las cantidades de movimiento antiguas, Una tai transforma- 
ci6n sera, pue$ 7 ejemplo de la clase de Iran sformac ion es puntuales definida por ias 
ecuaciones (9-3). Para definir una transformacion puntual, las funciones/ deben ser 
independientes e invertibles, por lo que las q l se podran expresar en funcion de las Q,. 
Como, por otra parte, \asfi son totaimente arbitrarias, podemos conclmr que todas ias 
transformaciones puntuales son candnicas. La ecuacion (9-17c) da la nueva 
hamiltoniana en ftmcidn de )a antigua y de las derivadas respeeto al tiempo de las 
ftinciones f { , 

Deberiamos hacer notar que la F 2 dada por la ecuacion (9~26) no es la unica funcion 
generatrix que conduce a la transformacion puntual especificada por las f t , E videntemente, 
la misma transformacion puntual esta implicita en la forma mas general 

F 2 (9-28) 


donde g(q, t) es una funcion (diferenciable) cualquiera de las coordenadas antiguas y del 
tiempo. Las ecuaciones de transformacion (9-27) para las coordenadas, se mamienen 
inalteradas ante esta funcion generatrix. Pero las ecuaciones de transformacion para las 
cantidades de movimiento son diferentes en una y otra forma. De las ecuaciones (9-17a) 
te nemos 



°L f . + *L 

*■ f 1 * 

< 9i ‘Hi 


(9 29 ) 


utilizando la forma F t dada por la ecuacion (9-28). Estas ecuaciones se pueden invertir 
para dar P en funcion de {q, p) con gran facilidad, escribiendolas en notacion matricial: 



rq rq 


(9 29'| 


Aqui. p, Py son matrices cotumna (o fila) de « elementos y| f es una matriz cuadrada 

(7q t/q 

cuyo elemento {/-esimo es . Se deduce entonces que P es una funcion lineal de p dada 

dQj 


por 



(p_*l 

Vf' 

f q/ 

<‘q, 


19 30 ) 


Asi, las ecuaciones de transformacion para Q son independientes deg y solo depended de 
las Jfyi, /), pero las ecuaciones de transformacion para P si dependen de la forma deg y 
son, en general, funcion tanto de las coordenadas como de las cantidades de movimiento 
antiguas. La funcidn generatriz dada por La ecuacion (9-26) solo es un caso particular tie 
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For otra parte, la inversion de las ecuaciones (9-44), 

Hj = <tj(Q, P), 
pj - PtQ.n 


(9 46 ) 


nos permite eonsiderar H{q , p, r) como funcion de Q y P y formar la derivada parcial 


(H 

Mi 


fH t p. Hi fif } 

?r> H ^ 


(9 47 ) 


Comparando las ecuaciones (9-45) y (9-47) podemos saear la conclusion de que 



fH 


es dedr, la transform a cion sera canonica solamente si 





ted 

1 H.p 

M 




(9 4sat 


Los subindices de las derivadas sirven para recordarnos que en el primer miembro de estas 
ecuaciones se considera que ft es funcion de (q t p) (cfr. ec. 9-44), mientras que en los 
segundos miembros ias derivadas son de q J y p, fundones de (ft P) (cfr, ec, 9-46), Una 
comparacibn anabga de P t con la derivada pardal de H respecto a ft. conduce a las 
condiciones 


pp, \ 

/ 

— - — 1 

ii 

i 

r< iiL 

i 




r* 

*'Pi 


VP 


1 **h\ 

VQJu.r 


(9 4 Kb} 


Los sistemas de ecuaciones (9-48) juntos reciben a veces el nombre de «condiciones 
directas» para una transformacion canonica (restringida). 

La manipulacion algebraica que conduce a las ecuaciones (9-48) se puede efectuarde 
manera compacts y elegante si utilizamos la notacibn simplectica para la formulacion de 
Hamilton introdudda al final de § 84. St es q una matriz columna con los In elememosg,, 
p r reeordemos que las ecuaciones de Hamilton se puedcn escrihir en la forma 

(« 3 U 
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For ser antisimetrica J, la traspuesta de M es 


M - 1 





{9 661 


La condicion simplectica entrana el valor del producto de matrices 



c'“G 1 


L £ 2 g A 

MJM - 

1 + ~ 

|j 

1 e ~ — J 


' n< nj 




Con la aproximacion de primer orden, este product© es 

, r-G . ( i l G 

MJM - J + cJ- ~ -J - t-J 

riifij <r[a\ 

= J, 

poniendo asi de manifiesto que la condicion simplectica es valida para toda transformacibn 
candnica infinitesimal, De la prolija serie de razonamientos que hemos seguido se deduce, 
pues, que toda transformacidn canonic a, contenga o no el tiempo como parametro, 
cumple la condicion simplectica (ec* 9-55 o ec. 9-58). 

En su mayor parte, el metodo simplectico se ha desarrollado independientemente del 
metodo de la funeion generatriz, salvo en el tratamiento de las transformaciones canonicas 
inflnitesimales. Desde luego, ambos metodos estan relac ion ados, A titulode ejemplo, mas 
adelaute esbozaremos una prneba de que la condicion simplectica implica la existencia de 
una fimcidn generatriz. Ahora bien, dicha relacion tiene rauy poca importancia. Ambos 
metodos son caminos validos para el tratamiento de las transformaciones canonic as y 
ambos abarcan todas las propiedades de las transformaciones que necesitamos. For 
ejemplo. puede utilizarse indistintamente el formal is mo simplectico o e! generador para 
demostrar que las transformaciones canonicas tienen las cuatro propiedades que 
caracterizan un grupo (cfr. Ejercicio 13): 

1. La transformacidn identidad es candnica. 

2. Si una transformacion es candnica, tambisn lo es su inversa* 

3. Dos transformaciones canonical sucesivas (operacidn «producto») definen una 
transformacion que tambidn es candnica, 

4. La operacidn product© es asociativa. 

Por tanto, podemos uttlizar libremente el formalismo generador o el simplectico, como 
queramos, cosa que dependera de cual lleve al tratamiento mas seitcillo en el caso 
concrete que irate mos, 
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y e) conmutador de dos matrices, 

m[A, B] -» AB - BA. 


cumplen las mismas condiciones del Algebra de Lie quc el corchete de Poisson, Es esto lo 
que permite sustituir el corchete de Poisson clasico por el conmutador de los operadores 
mecanocuAnticos. Dicho de otra manera. el wprincipio de correspondence puede 
funcionar tan solo porqtie el corchete de Poisson y el conmutador son represent ad ones de 
un «producto» del Algebra de Lie * 

Existen otros invariantes canonicos ademas del corchete de Poisson, Uno, en la 
actualidad de interes principalmente historico, e$ el corchete de Lagrange . Supongamos 
que it y v son dos funciones tomadas de un conjunto de 2 n fund ones de las variables 
canonicas, independientes. Por inversion, podremos considerar que las variables 
candnicas son funciones del conjunto de 2 n funciones, Basandonos en esto, definimos el 
corchete de Lagrange de u y r re spec to a las variables (q, p) en la forma 



, i 

J v p 


<'Pi 
fu tv 


l _Pi ijh 
fit cv 


o bien* en notacion matricial 


i 

■ 






fa Tr 


{9 77) 


\9-lH) 


La demostracion de la invarianza canonica del corchete de Lagrange es paralela a la del 
corchete de Poisson, Formamos primero el corchete de Lagrange respecto a las variables 

C- 


i 


a, r 




Ctt t V 


{9-19) 


* Desde lueg o, no debemos conftmdir la aceptabilidad matematica de esia version del principle de 
correspondencia con su neccsidad fisica. La imroduccion de Jas relaciones de conmutacion cuarnica 
flic un gran descubrimiento fisico de los pioneros de la Mecanica cuantka, Lo unico que mostramos 
aqui es que exists una semejanza entre la estructura matematka de la formulacion del corchete de 
Poisson de la Mecanica clasica y la version de relacion de conmutacion de la Mecanica cuantica. La 
correspondenda formal es que 


[«,»] - :r{uv - vui 
in 

donde en el primer miembro u, r son funciones dasicas y en el segundo son operadores cuanticos, 
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de donde se deduce la ecuacidn (9-94) en virtud de (9-68). La ecuacion (9-94) podemos 
eonsiderar que es la ecuacion de movimiento generalizada para una funcion arbitraria u en 
la forrmilacion de corchetes de Poisson. Contiene como caso particular las ecuaciones de 
Hamilton euando en lugar de u sustituimos una de las variables canonieas 







o, en notation simplectica. 


n = 


<9-95a) 


(9 95b) 


Que las ecuaciones (9-95) comciden con las ecuaciones de movimiento de Hamilton se 
puede ver directamente observando que por la definicidn de core he te de Poisson 
{ec. 9-68) tenemos 


Ln.HJ = J 


CH_ 

^ * 

<n 


(9-96) 


con lo que la ecuacion (9-95b) no es sino otra manera de esedbir la ecuacion (8-31). De la 
ecuacion (9-94) podemos obtener otra propiedad conocida tomando para u la propia H . 
En tal caso, la ecuacion (9-94) dice que 


dH _ CH 

dt ~ pT' 


como habiamos y a obtenido en la ecuacion (8-3 5)* Debemos hacer notar que la ecuacion de 
movimiento geoeralizada es in variants canomcamente: es valida en cualquier sistema de 
variables canonieas q r p que se use para expresar la funcion u o para calodar el corchete 
de Poisson, No obstante, la hamiltoniana que se uiilice debe ser apropiada para el sistema 
particular de variables canonieas. Al pasar a Giro sistema de variables mediante una 
transformacidn canonica dependiente del tiempo debetnos pasar tamblen a La hamiltonia¬ 
na transformada K. 

Si « es una constante del movimiento. La ecuacion (9-94) nos dice que debe tener la 
propiedad 


W - 


cu 

St 


(9- 97) 


Todas las functones que cum plan la ecuacion (9-97) son constantes del movimiento y 
reciprocamente, el corcfoetede Poisson dei/con cualquier constante del movimiento debe 


C opy r |g hted m atari a i 




Yo u h aye e i th e r re a c h e d a p a g e th at i s u n a va i I a b I e fa r vl e vvi n g o r re a c h e d yo u r vi ewj n g li rn i t f o r this 

book. 



Yo u h aye e i th e r re a c h e d a p a g e th at i s u n a va i I a b I e fa r vl e vvi n g o r re a c h e d yo u r vi ewj n g li rn i t f o r this 

book. 



Yo u h aye e i th e r re a c h e d a p a g e th at i s u n a va i I a b I e fa r vl e vvi n g o r re a c h e d yo u r vi ewj n g li rn i t f o r this 

book. 


Transformac/ones canomcas 


501 


De la ecuacion de movimiento generalizada (ec, 9-106), poniendo G en lugar de u, 
deduchnos fmalmente que el cambio de H es 




10 ?) 


Si G es una constante del movimienta ia ecuacion (9-107) nos dice que genera una 
transformacion eanonica infinitesimal que no cambla el valor de la hamiitoniana, Es 
equivalente dedr que las cons tames del movimiento son las June hues generatrices de 
aquellas transformaciones canon icas injinitesimales que dejan invariante la hamilto- 
niana . En esta conclusion va implicita una relacion entre las propiedades de simetria del 
sistema y las cantidades que se conservam relacion que se ve facilisimamente en el caso de 
constantes del movimiento que no dependan explicitamente del tiempo. El cambio de la 
hamiitoniana ante ta transformacion no es entonces mas que el cambio del valor de la 
hamiitoniana cuando el sistema pasa de una configuracion A a otra configuracibn B. Si el 
sistema es simetrico ante la operacion que produce este cambio de configuracibn, es 
evidente que la hamiitoniana no quedara afectada ante la transform a cion correspondien- 
te. Asf para dar un ejemplo sencillo, si el sistema es simetrico respecto a una direccion 
dada, la hamiitoniana no cambiara su valor cuando el sistema gire en conjunto alrededor 
de dicha direccion, Se deduce, pues, que la cantidad que genera (mediante una T.CX) 
dicha rotadon del sistema debe conservarse, La simetria de revolution del sistema 
implies una constante del movimiento particular. Noes este el primer ejemplo de relacion 
entre constantes del movimiento y caracteristicas de simetria. Ya habiamos encontrado 
otros (§ §2“6, 8-2) en relacion con fa conservation de las cantidades de movimiento 
generalkadas. Sin embargo* ahora el teorema es mas elegante y complete, ya que abarca 
todas las constantes del movimiento independientes y no solamente las cantidades de 
movimiento generalizadas, 

Los teoremas de conservacion de la cantidad de movimiento y del momenta cinetico 
aparecen ahora como casos particulares de un enunciado general. Si una coordenada q i es 
dclica, la hamiitoniana es independent© de q i y sera ciertamente invariante ante una 
transformacion infinitesimal que entraue un desplazamiento de q i sola, Consideremos 
ahora una transformacion generada por la cantidad de movimiento generalizada 
conjugada de q 

G(q,p)^p r 19 iok* 

Segiin las ecuadones (9-6 3 a y b) la transformacion canonic a infinitesimal resultants es 


,>/^ ~ a 


(9 109) 


que es, exactamente el desptezamiento infinitesimal requerido de q , y solo q it Vemos 
facilmente que esto es el conocido teorema de la cantidad de movimiento: si una 
coordenada es dcliea, su cantidad de movimiento conjugada es una constante del 
movimiento. La observation de que el desplazamiento de una coordenada sola esta 
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Si tomamos para u una eualquiera de las variables canonicas siendo entonces u n el 
conjunto de variables de partida, la ecuacion (9-115) sera una formula para hallar las 
ecuaciones de transformacion de la transformacion canbnica flnita generada por G . 

No es dificil encontrar ejemplos concretos que muestren que este procedimiento 
ftinciona, Supongamos que para G tomamos L ? , con lo que la transformacion canomea 
final corresponderia a una rotacion finita alrededor del eje z. El parametro natural a 
utilizar para a es el angulo de rotadom Para u tomemos la coordenada x de la particula 
j-esima del sistema. Bien sea por evaluacion direeta de los corchetes de Poisson o por lo 
que se infiere de las ecuaciones (9-112a), es facil ver que 

lX h L z ] = -Y r [Y i .LJ = X i , (V H8) 

donde se han utilizado mayusculas para denotar las coordenadas despues de una rotation 
0, es dedr. las coordenadas finales. Las coordenadas miciales, o sea, antes de la rotacion, 
las representamos, como de eostumbre, por mimisculas* Se deduce entonces que 

[A,AJ 0 = -y,- 

= -D;.£,J 0 - -.v,, 

[[[*,. LJ.LJ, L-1„= -| V.- I-,. 


etc. La representacion por seric de X, sera, pucs. 



(J 2 

yfi ~ *. r 




■f x 


0* 

4! 


x i 


<r- 

0 4 

1 

t , ()i 

1 

i - 

4" — 

*,. 

r, ^ - ,, t • 


1 1 

f — - 

4! 

j 

■ '\ 3! 



Vemos que estas dos series son el desarrollo del cose no y del seno* respectivamente. 
Luego, la ecuacion para la transformacion finita de X t sera, pues, 

X t = ,\f cos f) - Vf&enfh 


que es exactamente lo que podria esperarse para la rotacion flnita de un vector alrededor 
del eje z en sentido contrario al de las agujas del reloj. 

Para dar otro ejemplo, consideremos el caso en que G ^ H y el parametro sea el 
tiempo, La ecuacion (9-116) se reduce entonces a la ecuacion de movimiento de u: 


dll 

7/7 


t«, H l 
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En este caso no pueden obtenerse nuevas constantes a partir del teorema de Poisson, 
De los corchetes de Poisson fimdamentales (ee. 9-69), recordemos que el corchete de 
Poisson de dos cantidades de movimiento canonicas debe siempre ser cero. Ahora bien, 
segun la ecuaddn (9-128), no tiene un corchete de Poisson nulo con las otras 
componentes de L. Asi pues, aun cuando hemos descrito a L didendo que es el momento 
dnetico canonico total en virtud de su definicion r, X p f (sumado para todas las 
particular), dos componentes de L no podran ser simultaneamente variables canonic as, 
No obstante, la ecuacion (9-3 29) indica que pueden tomarse como variables canonicas al 
mtsmo tiempo el modulo de L y una cualquiera de $us componentes.* 


9-7 GRUPOS DE SIMETRIA DE SISTEMAS MECANICOS 

Ya hemos sehalado que las Iransformaciones canonicas forman grupo, Las transforma- 
ciones canonicas que sean funeiones analiticas de parametros contmuos forman grupos 
separados que pertenecen a la clase conodda con el nombre de grupos de Lie. As*, las 
transformaciones canonicas correspondientes a rotaeiones espadales del sistema forman 
un grupo con tres parametros, p. ej., los angulos de Euler de rotacion. Las rotaciones en 
tomo a un eje particular forman un subgrupo (en realidad el grupo de rotaciones en dos 
dimensiones) con un solo paramelro. El grupo de transformaciones fmitas tiene las 
mismas propiedades que el grupo de las transformaciones canonicas infmitesimales 
asociadas y se acostumbra a trabajar principalmeme con las T.C.I. por ser de mas factl 
manejo. Los grupos de Lie de transformaciones canonicas infinitesimales cuyos 
generadores sean las constantes del movimiento del sistema se denominan grupos de 
simetria del sistema ya que, segun hemos visto, diclias transformaciones dejan 
invariante la hamiltoniana, Hallar los grupos de simetna de un sistema eonstituye un 
largo camitio para resolver el problems de su movimiento elasico y esta mas proximo a la 
solucidn del problems mecanocuantico, 

Un sistema con simetria de esfericidad es invariante ante la rotacion en tomo a un eje 
cualquiera, Podriamos, pues, esperar que unode sus grupos de simetria fuese el grupo de 
rotaciones en tres dimensiones R(3)=SO(3), En un tal sistema se conserva el vector L de 

* Hemos senalado anteriormente que la correspondent ia entre las Mecamcas cuantica y clasica es 
tal que el conmutador mecanocuantico pasa esencialmente a ser corchete de Poisson cuando h — 0, 
Gran parte de la estructura Formal de la Mecanica cuantica es una transcription estrccha de la 
fonnulacion del CQFchete de Poisson de la Mecanica clasica. Par tanto, todos los resultados obtenidos 
en este apartado tienen analogias cu arnicas. Por ejemplo, el hecho de que dos componentes de L no 
puedan ser simultaneamente cantidades de movimiento canonicas se corresponde con el hecho 
conocido de queLj y L s no pueden tener valores propios simultaneos. PeroL 2 y cualquier L t pueden 
estarcuantizados juntos. Verdaderamerne, la mayoria de estas relaciones se conocen rnucho mas en 
su forma cuantica que en la de teoremas clasicos. Asi, una de las primeras refercncias a los corchetes 
de Poisson cl a sic os para el momento dnetico parece ser el tratado pub Ik ado en 1930 de Bom y 
Jordan, Elementare Quantenmechanik , Tambien, aun cuando el cambio general de una funcion 
vectorial ante una rotacion (ee. 9-123) se conoce desde hace mucho en Mecanica cuantica (cfr. Condon 
y Shortley, The Theory of Atomic Spectra, p. 59), hasta hace muy poco la union referenda a su 
version clasica figuraba en la famosa tesis de H. B. G. Casimir, Rotation of a Rigid Body in 
Quantum Mechanics* 1931, P- 30. 

+ Este apartado se puedc omitir en una primera lectura. 
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Son estas relaciones iguales a las del vector momenta cinetico tridimensional, o de los 
generadores de rotation en un espacio tridimensional El grupo de transformactones 
generado par S t puede, por tanto. identiflcarse con R(3) o SO(3)* En realidad, en la 
identification hay cierta ambigtiedad. Hemos visto anteriormente (cfr* p, 193) que existe 
un homomorfismo entre R(3) y el grupo nnimoduiar unitario SU{2) + Results* que en este 
caso es m&s apropiado SU( 2), Para vislumbrar las circunstancias que ju&tifican esta etecdon 
podemos notar que la eoiacidn (9-147) sugiere que hay un espacio tridimensional cada uno 
de cuyos puntos corresponds a un conjunto particular de parametros orbitales, Para una ener¬ 
gy a del sistema dada, la ecuaddn (9-147) dice que, en este espacio, los «puntos» de la 
orbita se encuenlran sob re una esfera. Las constants S t generan en esta esfera rotaciones 
tridimensionales, es decir, cambian una orbita en otra orbita que tiene igual energia. Puede 
demostrarse que S x genera una transformacion que cambia la eicentricidad de la 6rbita y 
que para toda excentricidad final dada se pueden encontrar dos transformaciones que lle- 
ven a ella* Esta cualidad bivaJente de ta transformacion es la que indicaque es SU(2) y no 
R(3) el grupo de simetria conecto para el oscilador armomco bidime ns ionaL En case de 
mayor numero de dimensiones, las comstantes de estractura de los grupos de rotacion y los 
grupos SU(w) ya no son identicas y puede establecerse una neta separation entre ambos, 
En el case del oscilador armonico isotropo tridimensional hay de nuevo una constante del 
movimiento tensorial defmida por la ecuacidn (9-141) con la diferencia de que ahora los i nr- 
dices toman los valores l, 2 y 3, Las componentes distintas de este tensor, junto con las 
components de L satis facen ahora las re lac tones de corchete de Poisson con constante s de 
estructura un tanto compUcadas que pertenecen a SU( 3). Se puede demostrart que para el 
oscilador armonico isotropo /i-dimenstonal ef grupo de simetria es SU(«), 

Hemos serial ado (cfr. p. 131) que existe una re lac ion entre la existencia de eonstantes 
del movimiento algebraicas adicionales —y portanto de grupos de simetria superiores— y 
la degeneracibn de los movimientos del sistema, En el ease de Kepler y del oscilador 
armonico isOtropo las eonstantes del movimiento ad (donates estan rdacionadas con 
parametros de la orbita, A menos que la orbita sea cerrada, es decir, que el movimiento 
este confmado a una sola curva, sera dificil hablar dc tales parametros, Solamente cuando 
las diversas componentes del movimiento tengan periodos conmensurados, es decir, sean 
degeneradas, sera cerrada la orbita, El ejemplo clasico lo tenemos en el oscilador 
an isotropo bidimensional Cuando las free uenc las en las direcciones x e y sean una 
multiplo entero de la otra, la particula recorrera una curva de Lissajous cerrada. Pero si las 
frecuencias no son conmensurables entre si, el movimiento de la particula llena todo el 
espacio o sea es ergbdieo, llegando a aproximarse cuanto queramos a cualquier punto 
concrete contenido en el rectangulo defimdo por las energias de movimiento en las dos 
direcciones. La naturaleza exacta de esta relation entre propiedades de simetria y 
degeneration sigue siendo tema de estudio. Los intentos de encontrar grupos de simetria 
complicados (tal vez complejos) para sisiemas no degenerados, apiicables a todos los 
problemas de un mismo numero de grados de libertad, no han resultado fhictiferos 
todavia. En el proximo capitalo tendremos ocasion de considerar mas a fhndo la relacion 
entre simetria y degeneration. 

* Vease H. V. McIntosh, Am. Jour ■. Phys. 27, 620 (1959) para un estudio mas complete, 
t Esto lo demostro para el caso mecanocuiuitico G, A. Baker, in, Phys. Rev. 103, 1119 (1956), 
mediantc razonamientos que tambien sc pueden expresar en el lenguaje de la Mecanica dasica. 
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considerables semejanzas con el que se ha adoptado aquL El metodo simplectico se da en forma 
matricial, si bien la notadbn es total mente diferente. Se da un metodo para pasar del procedimiento 
simplectico al de la funcion generatriz, pero el camlno a seguir no queda claro o no siempre resulta 
convincente. 

C,W. Kjlmister* Hamilton ian Dynamics , Para I os poseedores de una base mare malic a modem a 
de Analysis tensorial y Geometrk diferencial, este librito presenia un estudio elegante y compacto 
con fuerte entasis en el metodo simplectico. El autor presenta un «generador universal^ en y £ de 
donde se pueden dedueir I os cuatro tipos. 

E. J. Saletan y A . H. Cromer, Theoretical Mechanics. Se detiica mucho espacio a las 
transformaciones canonicas principalmenie desde el punto de vista simplectico, pero incluyendo la 
transition al metodo de la fundon generatriz. El termino canonica se utiliza en el sentido que darnos 
aqui a la transformation canbmca ex tens a, Se a hade ademas la poco ortodoxa* si no defmitivameme 
peligrosa, nocion de transformation canonoide —que sdlo es canonic a para de term in ados tipos de 
Hamiltonian a. (La mayor parte de aplicaciones de las transformaciones canonicas dependen de la 
propiedad de ser canonicas para todas las Hamilton tanas.) Se estudian explscitamente las 
transformaciones canonicas que dependen de un parametro continuo, 

E, C. G. Sudarshan y N. Mukunda, Classical Dynamics. Es un tratado de Mecanica impregnado 
de un metodo de teoria de grupos* Se podria denommar Mecanica clasica por un fistco especializado 
en teoria de particulas, Gran parte del libro se oeupa verdaderamente de transformaciones canonicas 
y de Jas im plicae tones de las sim etnas del sistema y las transformaciones, 

H, V. McIntosh, Symmetry and Degeneracy t en Group Theory and its Applications, voL II, 
E, M< LoebI, ed, Se hace referenda de nuevo a esta entusiastica revision de las relaciones entre 
simetrias del sistema y consumes del movimiento, Aun cuando raramente se mencionan las 
transformaciones canonicas per se, aparece frecuentemente la nocion de que I os generadores de 
operaciones de simetria proporcionan las constantes del movimiento y se preseman muchos 
ejemplos. 


EJERCICVOS 

i* Uno de tos intentos de combinar los dos sistemas de ecuactones de Hamilton en uno constste en 
tomar q y p como partes real e imagtnariade un numero complejo. Demostrar directamente a partirde 
las ecuaciones de movimiento de Hamilton que. cit el ca$o de un sistema de un grado de libertad* la 
tra ns form acton 


Q^q + ip, P- Q+ 


no es canonic a si se deja malterada la h ami I tom ana. t ',Podemos encontrar otro sistema de 
coordenadas Q f P que esten relacionadas con Q, P mediants un cambio de escala tan solo y seat! 

canonicas? 

2. a) En el caso de un sistema unidimensional con la hamiUomana 
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libertad y obtencr una funcion generatrix adecuada. Aplicar la transformacion a la solucibn del 
oscilador armonico lineal. 


16. Probar que la transformacibn 


0 


i 



Pi 


P, cos/?, - 2q. 


(?: = </, sec p 2 , 

P, = senpj - 2i/, 


es canon ica. median te tin metodo cualqmera* H alia r una Tunc ion generatrix adecuadaque conbuzca a 
dicha transformacion. 

17* a) Demostrar que la transformacibn 


Q = p + 


P 



HUf 



es canonic# y hallar una funcion generatrix. 

b) Utilizar la transform acidn para resolver el problem a del oscilador armonico lineal. 

IS* a) La hamiltoniana. de un si stem a dene la forma 


// = 


I 1 


2 + pV 


Hallar la ccuacibn de movimiento para q. 

b) Hallar una transform ac ion candnica que reduzea H a la forma de uti oscilador armonico. 
Demostrar que, para las variables transformadas, la solucibn es tal que se cample la ecuacibn de 
movimiento hallada en el apartado (a). 

19* On sistema de n parti cul as se mueve en un piano bajo la influencia de ftierxas de interaccibn que 
derivan de terminos potentiates que solo dependen de las separaciones escalates de las parti cul as. 

a) Utilizando coordenadas polares plan as para cada particula (relatives a un origen cornu n), 
identificar la forma de la hamiltoniana para el sistema. 

b) Hallar una funcion generatrix para la transformacibn canonica que correspond# # una 
transformacibn a coordenadas que giren en el piano en sentido antlhorariocon velocibad angular 
m unifotme fla misma para todas las particulas). ^Cuales serin las ecuaciones de transfonnacion 
para las cantidades de movimiento? 

c) iCual es la nueva hamiltoniana? [,Que significado fisico podemos dar a la diferencia entre la 
hamiltoniana antigua y la nueva? 

29. a) En el problem# de pequenas osci lactones en to mo a un movimiento e station aric\ demostrar 
que en el punto de movimiento estadonario todas Las variables r\ de la hamiltoniana son eonstantes* 
Si los valores para movimiento estacionario son rj 0 con lo que q = i| 0 + demostrar que a la 


net 


rpi i; 
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coordenadas antiguas y del tiempo; no parece decimos como estan contenidas m S las 
nuevas eantidades de movimiento. Estas no se ban especificado tod a via y solo sabemos 

{jug ban de ser constantes. No obstante, la natural sza de la solucion indica cbmo hay que 
seleccionar las mievas P r 

Matematicamente, la ecuacion (10-3) isene la forma de ecuacion en derivadas * 
parciales de primer orden con n + 1 variables, Supongamos que exists una solucion de la 
ecuacibn (10-3) de la forma 

f 2 = 5 = S(q u .. tt q n \ a.a(10-4) 

donde las eantidades a ,, son n 4- ! constantes de integracion independientes, A 

dichas soluciones las llamamos solutions completes de la ecuacion en derivadas 
pareiales de primer orden.* Sin embargo* una de las constants de integracion resulta 
irrelevante, en realidad* para la solucion, ya que podemos observar que la propia S no 
aparece en la ecuacion (10-3); tan solo interv ienen sus derivadas parciales respecto o /. 
Por tanto, si S es una solucion de la ecuacirin en derivadas parciales, tambien lo sera 
S + a, donde & es una constante cuaiquiera. Una de las n 4- 1 constantes de integracion de 
la ecuacirin (10-4) debera aparecer solo en forma de constante aditiva pegada a S . Pero s a 
mayor abundamiento, una constante aditiva no tiene importancia alguna en una funcion 
generatriz* ya que en las ecuaciones de transformacion solo figuran derivadas parciales de 
la funcion generatriz. Luego, para nuestros fines, una solucion completa de la ecuacion 
(10-3) podra escribirse en la forma 

5 “ i* * * * ? * O' (l0—51 

donde ninguna de las n constantes independientes es unicamente aditiva. En este atuendo 
matematico, S concuerda exactamente con la forma buscada para una funcion generatriz 
de tipo Fj, ya que la ecuacion (10-5) presenta a S como funcion de n coordenadas* del 
tiempo t y de n eantidades independientes £*,. Podemos, pues, con toda libertad, tomar 
para las n constantes de integracion las eantidades de movimiento nuevas (que son 
constantes): 


P, - oq. (10-6) 

Esta eleccion no contradice la afirmaridn original de que las nuevas eantidades de 

movimiento est&n relacionadas con Jos valores iniciales de q y p en el instante f 0 . Las n 


* La ecuacion (10-4) no es el linico tipo de solucion posible para la ecuacion (10-3). La forma mas 
general de solucion contiene una o mas funeioncs arbitranas en vei de constantes arbitrarias. Vease, 
p, ej., R. Courant y D. Hilbert: Methods of Mathematical Physics , Vol. II, 1962, pp. 24-28 y 
V. L Smirnov: A Course of Higher Mathematics, Vol. IV* 1964* §111- Ni siquiera hay 
necesariamente una solucion unica de la forma (10-4). Pueden haber varias soluciones completas 
para la ecuacion dada- Pero lo unico que importa para cl razonamtento subsiguiente es que eJtisia una 
solucion completa. 
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La ecuacion (10-20) puede «vol verse del reves» de manera inmediata para dar q en 
funcion de t y de las dos comtantes de integracion a y f$ : 




senoj(l + /?), 


HO 21) 


que es la conocida solucion del oscilador armbnico, Desde un punto de vista formal, la 
obtencion de la cantidad de movimiento se debe a la ecuacion de transformation (10-7) la 
cual, utilisLando la ecuacion (10-18), puede escribirse en la forma 

dS 8W <- - T1 

p = — = — * ^ J2ma - marV- 
i q dq 

Teniendo en cuenta la ecuacion (10-21), resulta 


P = yfltmil -sen 2 fu(f + $}), 


o sea 


p - y/lmatoosmU + P)- 


(10 22 ) 


Desde tuego, estc resultado comprueba la sencilla identification de p con mq. 

Para comp le tar la historia, debemos relacionar las consiantes & y f$ con las condiciones 
initiates yp 0 en el instante r — 0, Elevando al cuadrado las ecuaciones {10-21) y (10-22) 
vemos que a viene dada en funcion de q 0 y p a a traves de la ecuacibn 


2m% pi + 110 23} 

El mismo resultado se tiene inmediatamente, desde luego, al identificar« con la energia 
total E que se conserva, tal como hicimos anteriormente. Por ultimo, la constante de Case ft 
esta relacionada con y p 0 por la expresion 


tg toji = mat 


l i o 
Po 


(10-24) 


As i pues, la funcion principal de Hamilton es el generador de una transformaeion 
canbmca a una nueva coordenada que mide el angulo de fase de la oscilacibn y a una 
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El primer termmo de la ecuacion (10-33} es mdependienie de t v solo puede depender de 
las q t , mientras que el segundo termmo puede ser funcion, como maximo, de t . Luego la 
ecuacion solo puede valer si ambos terminos son constants v sus valores son opuestos (de 
igual valor absoluto): 





H 




div 1 

dq i 



(10 34a) 


(10 34b) 


La primera ecuacion se satisfacecon S a = —a x t> comoen ]asecuaciones(ItM7)y (10-25), 
mientras la segunda es la ecuacion de Hamilton-Jacobi para W. El valor constante de la 
hamiltoniana,, aparece pues en este metodo bajo el aspecto de constante de 
separacidn. 

Es posible encontrar ejemplos en los cuales la ecuacion de Hamilton-Jacobi pueda 
resolve rse sin separar la variable tiempo (p. cj., Ejercicio 8), A pesar de todo, casi todas 
las aplicaeiones utiles del metodo de Hamilton-Jacobtcomportan hamiltonianas que no 
dependen expbcitamente del tiempo para las cuales, por tanto, t es variable separable. El 
estudio subsiguiente de la separabilidad se limitara, pues, a sistemas en !os cuales H sea 
una constante del movjmiento y se utilizara exclusivamente la funcion caracteristica de 
Hamilton W. 

Podemos demostrar facilmente que toda coordenada ciclica o ignorable es separable* 
Supongamos que la coordenada ciclica sea#,; la cantidad de movimientoconjugadap, es 
una constante, llamemosla y t La ecuacion de Hamilton-Jacobi para W sera 





Si ensayamos una solucion separada de la forma 


W = W x {q x , ac) 4* W\q 2 ,., ,, q n ; ot ), 


(10 35) 


(10 3ft) 


results evidente que la ecuacion (10-35) solo contiene la funcion separada W\ mientras 
que W, es la solucion de la ecuacion 



f)i/ t * 


( 10 - 371 


La constante y es, pues, la constante de separacion y la solucion evidente para W, (salvo 
una constante aditiva trivial) es 
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satisfaciendo las W { ecuaciones da la forma 


rWi 



■ 2 Vfa) + 2tp 


ijtj ' 


HO 4K) 


donde y r son constants de integration (y solo hay suma extendi da al indice j). 

Aim cu an do estas conditions parezean misteriosas y complicadas, su apltcacibn 
suele ser bastante inmediata. Como ejemplo de algunas de las ideas qtie hemos 
desarrollado acerca de la separabilidad, estudiaremos en coordenadas polares la ecuacion 
de Hamilton-Jacobi para una particula en movimiento bajo la action de una fuerza 
central. Despues generalizaremos el problema para leyes de potential arbitrarias, a fin de 
proporcionar una aplication de las conditions dc StaeckeL 

Consideremos primeramente ei problema de la ftierca central en funcion de las 
coordenadas polares (r, ip) en el piano de la orbita. Ei movimiento tiene entonces solo dos 
grades de libertad y la hamiltoniana adopta la forma 


// 


1 

2m 


Pr + 

r 


i V(r). 


(10 491 


y es ciclica en \p t En consecuencia. la funcion earacteristica de Hamilton aparece en la 
forma 


W= W { {r) + (10 5<H 

donde es el momenta cinetico constante/^. eonjugado de tp. La ecuacion de Hamilton- 
Jacobi se convierte entonces en 


nWA 2 d 2 

—— +-j + 2fftK(r) = 2 mu 

i r j r 


donde a, es la constante quo se identifica fisicamente con la energis total del sistema. 
Dcspcjando de (10-51) la derivada partial de W x obtenemos 


tW, 
i r 



con to que W es 


W^ 


dr /2»i(a, - V) — 4 + x^. 


(10 51) 
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con lo que w es funcion lineal del iiempo 4 exactamente como en la ecuacion (10-29). 

Hasta ahora, las variables accidn-angulo solo aparecen como un sistema particular de 
la clase general de coordenadas transformadas al cual lleva la ecuacion de Hamilton- 
Jacobi. De la ecuacion {10-68) podriamos despejar q en funcion de w y J* lo cual, en 
combination con la ecuacion (10-70), nos daria la solution buscada para# en funcion del 
tiempo, Pero cuando se utilizan de esta manera. las variables no presentan ninguna 
ventaja sobre cualquier otro sistema de coordenadas generado por IV. Su merko particu¬ 
lar se debe mas bien a la interpretation fisica que se puede dar a v* Consideremos ei cam- 
bio de vi 1 cuando q describe un ciclo complete de libracion o rotation, dado por 


Aw “ :t 7- dq. 
rtf 


no 7i) 


Segun la ecuacion (10-68), esto se puede tambien escribir en la forma 




(10-721 


Como J es una constante, podemos sacar del signo integral la derivada respecto a J: 


A,, - J .. 


(‘W d , , 

cq lUl = dfi Pdq = '■ 


110-73) 


donde bentos utilizado la definition de J dada por la ecuacion (10-65). 

La ecuacion (10-73) nos dice que w cambia en una unidad cuando q van a a lo largo de 
un periodo complete. Pero de la ecuacion (10-70) se deduce que si es rel periodo para un 
ciclo complete de q % sera 

Aw = l = VT, 

Luego, la constante v podemos identificaria con el reciproco del periodo, 


{10 -74) 

T 


y sera, por tanto. h frecuencia asociada al movimiento periodica de q. Asi pues. la 
utilization de las variables accion-angulo nos proporciona una tecnica potente para la 
obtencion de la frecuencia de un movimiento periodico sin hallar una solucion complete* 
del movimiento del sistema. Si sabemos de antemano que un sistema de un grade de 
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libracion o rotation. AI efectuar este metodo puramente matematico esta clam que no 
seguimos ei movimiento del sistema en el iiempo, Es como si suspendieramos e! 
transcurso del tiempoy se moviera cada una de las 9 . como si lohieteramas manualmente, 
mdependientemente a lo largo de tinos cuantos ciclos de su movimiento, En realidad, 
estamos tratando con los desplazamientos virtuales del capitulo 1 y en consecuencia, 
representaremos por Sw { la variation infinitesimal de w t cuando se varian infinitesimal- 
mente las q p la cual viene dada por 



cw ; 


< 2 W 

j <% < J , tq, 



en donde hemos utilizado la ecuacion ( 10 - 86 ), La derivada respecto a q i se anula salvo 
para la W, constituyente de W> con lo que por la ecuacion (10-80) Sw t se reduce a 



0J i i 


(jo- m 


La ecuacion (10-89) nos da Sw ( en forma de suma de contribuciones indepen dientes, cada 
una de fas cuales contiene solamente el movimiento de q jt El cambio total de w. a 
consecuencia de la maniobra especificada sera, pues. 



I—O Pj((fr ■>)<% 

! ( v ; 


1 v 


El ope radorderivad a partial respecto a/, se puede sacar de los signos integral porque a lo 
largo del movimiento ciclico de q t todas las J se manttenen consiantes. Bajo cada signo 
integral el simbolo m } indica que la integration se extiende a m j ciclos de q P Pero, por la 
definition de las variables de accion, cada una de las integrates es exactamente to j t , 
Como las J son independientes, se deduce que 

Aw i = m f , (10 90 ) 

Es mas, notemos que si aiguna q no efectuara un mimero complete de ciclos t en la 
Integrackm sobre q, quedaria un resto de integral sobre una fraction de ciclo y Atv r no 
tendria un valor entero. Si los conjuntos de las w y de las m se trataran como vectores w y 
m, respectivamente, la ecuacion (10-90) podria escribirse en la forma 


Aw — m. 


(10 90 ) 
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Stempre que exista degeneracies las frecuencias fundamentals ya no son inde- 
pendtentes y d movimiento periodico del sistema se puede describir con menos que el 
complemento total deft frecuencias. Las m condiciones dedegeneradon pueden utilizarse 
para reducir el numero de frecuencias a ft — m y dircmos que el movimiento del sistema es 
ft — m veces periodico. La reduction de las frecuencias se puede reaiizar de manera 
elegante par medio de una transformation puntual de las variables accidn-angufo. Las m 
condiciones de degeneration sc pueden escribirde manera resumida en la forma siguiente: 


y =0, k - I,. m. (10 101) 


Consideremos ahora una tranformacion puntual que Oeve de (w, J) a (w\J ) definida por 
la funei6n generatriz (cfr, ec, 9-26 donde se apllca el convenio de suma): 


m fi n 

f j=n j Uki w , + i j' k * k 

A " [ i = i it • m + 1 

Las coordenadas transformadas son 


(10 102 ) 


w* 



k = 1„_nt, 

k = m + 1 ,, *. * h. 


Correspondientemente, las nuevas frecuencias son 


110 103) 



(10 104) 


Asi, en las coordenadas transformadas son nulas m de las frecuencias y nos queda un 
sistema de n — m frecuencias ifidependientes. Es evidente que las nuevas pueden 
iambien denominarse variables anguio en el sentido de que la configuracidn del sistema 
tiene periodicidad multiple en las coordenadas w ' con periodo fundamental unidad. Las 
correspondientes variables de aceion constantes vienen dadas por la solucion de las ft 
ecuaciones de transformadon 


m 



A - 1 


I 

k HI t 



A. I ' 


M0 105) 
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El piano complejo r en la proximidad del eje real; se indican los caminos de integracion uti- 
lizados en el calculo de J 


siendo ahora el sentido de recorrido para la mtegracion el inverse (el horario},* En esta 
region, el inlegrando es funcion uniforme y no hay ningun inconveniente para la aplicacion 
del meiocio de los residues Solo hay dos puntos smgulares, a saber, el origen y el infinito y 
podemos deformar el camina de integracion segun dos circunferencias descriias en sentido 
horario y que encierren a eslos dos puntos. Ahora bien, el signo ante la raiz cuadrada del 
integrands debe ser el negative para la region a lo largo del eje real por debajo de segun 
podemos ver examinando el comportamlento de la funcion en la proximidad de r. SI 
representainos el integrando en la forma 



el residue en el origen es 


= -y/-C. 

Por encima de el signo de la raiz cuadrada en el eje real results ser positive y se obtiene 
el residue mediante la tecnica normal de eambiar la variable de integracion en la forma z — 
“ r 1 ; 


l 


C V~z^A 


+ 2Bz- Cz 2 dz , 


i 10 E14) 


El desarrollo en torno a z = 0 nos da el residue 

B 



* Para visualizar este eambio de punto de vista conviene considerar cl piano complejo proyectado 
estereograficameute sobre uria supcrficie esferica que tenga e! origen cn su polo sur y el punto del 
infinito en el polo none. El eje real se convierte en un eirculo meridiano que une los dos polos. Todo 
camino de integracion sobre U esfera divide a su superficie en dos zones. Podremos considerar que el 
camino encierra a una u otra, segun coal sea el sentido de integracion. 
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funcion del angulo polar en ei piano orbital Eltgiendo adeeuadamente el Jimite inferior de 
integracion, que es arbitrario, puede encontrarse que Zrrw 2 es la diferencia entre dos 
angulos en el piano de la orbita, uno de los euales es el angulo que forma el radio vector con 
la Unea de nodes y el otro es ef angulo que forma aquel con la lines de periapsides* dicho de 
otro modo, lmv 2 es et argumento del perihelio: 


La deduccion detallada se deja para uno de los ejercicios, 

Ei metodo de las variables accidn-angulo no nos parece la manera mas rapida para 
resolver el problems de Kepler y la ulilidad practica del ststema de variables no es 
evidente. No obstante, su merito ha quedado bien patente en la Mecaniea celeste, dondc 
aparecen en forma de variables de Delaunay * En el proximo capitulo veremos que 
proporcionan los elementos naiurales de la orbita que se utilizaran en la teoria de 
perturbaciones, jx>r ejemplo* cuando buscamos las modificaciones de las orbitas normales 
de Kepler debidas a pequenas desviaciones de la fuerza respecto a la ley de proportio¬ 
nal idad in versa del cuadrado de la distancia* Muehos estudios basicos de pertur bad ones 
posibles de orbitas de satelites se han efectuado utilizando las variables accion-angulo. 

Durante un tiempo corto, las variables accion-angulo desempeharon* particularmente 
en el problema de Kepler* un papel destacado en las mismisimas fronteras de la 
investigation flsica. Poco despues del advenimiento de la teoria cuantica del atomo de 
Bohr en 1913* se vio que las condiciones cuanticas se podian emineiar de la manera mas 
f&cil mediante las variables de addon, Durante una decada, iniciada hada 1915, hubo un 
interes desusado en las propiedades de las variables acddn-angulo y gran parte de la 
ttteori a cuantica antigua» se constmyo en tomo a eilas* En Mecaniea clasica las variables 
de accidn poseen un dominio continue de valores, pero no sucede asi en Mecaniea 
cuantica. Las condiciones cuanticas de Sommerfeld y Wilson exigian que el movimiento 
se limitara a orbitas para las cuales las variables de accidn «propias^ tuvieran valores 
discretes que fuesen multiplos enteros del quantum de accidn h. (Variables de accidn 
propias son aquellas J cuyas frecuencias scan no degeneradas y diferentes de cero. Por 
ejemp!o t / 3 es una variable de accidn propia.) Segun dijo Sommerfeld, el metodo de las 
variables aecidn-angulo proporcionaba entonces «uncami>io real para la cuantizacion», 
Solamente habia que resolver el problema en Mecaniea clasica utilizando variables 
accidn-angulo y se podia cuantizar el movimiento de manera inmediata sustituyendo las/ 
por multiples enteros de la constante de Planck h* 

Como ejemplo de este procedimlento podemos observar que los niveles energeticos 
cuantizados de un atomo hidrogenoide se obtienen inmediatamente de la ecu ac ion 
(10123) si se hace k igual a Ze 1 y se sustituye J 3 por nh: 


2n 2 mZ 2 e A 



(10 141) 


* Segun la defi melon habitual ias variables de Delaunay se diferendan del sistema (/. nv) por 
constantes muitiplicativas* 
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EJERCICIOS 

1. Demostrar que, para un sistema conservative, resolvicndo una ecuacion en derivadas parciales 
adecuada se puede construir una transform acton canon ica tal que la nueva ham Etonian a sea functor 
de las nuevas coordenadas solamente. (No emplear la transform ad on de intercambio,) Mostrar 
como dene dada cn funcidn de las nuevas eoordenadas y cantidades de movimiento una 
solution formal para el movimiento del sistema, 

2. En ei texto hemos obtenido la ecuacion de Hamilton-Jacobi para S buscando una transfor¬ 

mation de contacto que Ileve de las eoordenadas canonic as (q t p) a las constants ft), 
Inversamente* si es $(q., /) una solution compieta cualquiera de la ecuacion de Hamilton-Jacobi 

{10-3), demostrar que cl sistema de variables (q-,p t 1 definido por las ecuaciones (10-7} y (10-8) son 
variables canonical es dccir. que sarisfacen a las ecuacioncs de Hamilton, 

3- Resolver el probtema de movimiento de un proyectil puntiforme en un piano vertical, litilizando 
el metodo de Hamilton-}acobi. Hallar la ecuacion de la trayectoria y la dependencia del ttempo de las 
eoordenadas, suponiendo que el proyectil $e ha disparado en el ins tan tel = 0 desde el origen con una 
velocidad r 0 que forma un angulo « con la horizontal 

4, Plantear el problcmade la peonza simetrica pesada, con un punto fijo, en el metodo de Hamilton- 
Jacobi y obtener la solucion formal del movimiento dada por la ecuacion (5-63). 

5. Demostrar que la funcidn 

mo) , , 

5 = :r )cot tor — mirtqy c$i im! 


es so I uc ion de la ecuacion de Ham ikon-Jacobi para la functor* principal de Hamilton correspond ten te 
a I oscilador armonico lineal siendo 


H— [p 2 + nr^V). 
2m 


Demostrar que esta funcidn genera una solution corrects para cl movimiento del oscilador armonico 
en el tiempo. 

6 . Una particula car gad 3 esta obligada a inoverse en un piano bajo la influencia de una fuerza 
central (no electron* agn&ica) que dertva de un potential V\ kt* y un campo magnetico constante B 
perpendicular al piano, de manera que 


(A = |B x rl 

Establecer la ecuacion de Ham ikon-Jacobi para la funcidn caracteristica de Hamilton en 
eoordenadas polares planas. Separar dicha ecuacion y reducirla a cuadraturas. Estudiar el 
movimiento si la cantidad de movimiento candnica p 4 es nula en el instante t = 0. 

7, a) Una particula se mueve por el espacio bajo la accidn de un potential conservative, Estable¬ 
cer La ecuacidn de Hamilton-Jacobi en coordenadas elipsoidales u.t’,0 definidas en funcidn de las 
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haber llenado el espacio — alegremente hablando, que habra pasado por todo puntode xm 
rectangulodefinido por las amplitudes de los movimietnos segunx v segun/. Memos visto 
que el achatamiento del campo gravitatorio tcrrestre origina pequehas perturbaciones las 
cuales dan lugar a cambios cuantitativos apreciables en e! movimiento de un satelite 
puntual. En el campo central sinperiurbar, el movimiento del satelite esta confinado en un 
piano; toda perturbacidn cuadripolar gravitatoria, por pequena que sea, hace que el 
movimiento se saiga de! piano inicial {mientras el eje del euadripolo no sea perpendicular 
al piano). 

El desarrollo de la teoria de la perturbacidn se remonta a los primeros tiempos de la 
Mecanica celeste. Por ejemplo, Newton se dio cuenta de que la mayoria de las 
oscilaciones en el movimiento de la Luna se debian a pequenas variaciones de la atraccion 
solar en el movimiento de fa Luna alrededor de la Tierra. Sus intentos iniciaies de una 
teoria lunar que incluyera dichos eFectos corresponds aproximadamente a una forma de 
teoria de la perturbacidn. Muchos de los desarrollos subsiguientes de la estructura formal 
de la Mecanica clasica, tales como la teoria candnica de Hamilton, se apovaban en gran 
medida en la apetencia de tecnieas de perturbacidn perfectas en Mecanica celeste, La 
necesidad de predecir orbitas muy precisas para vehicutos espaciales y el enorme 
incremento de la capacidad de calculos numericos ban impulsado recientemente aun mas 
la teoria de la perturbacidn. (No obstante, la mayoria de estos desarrollos recientes se 
safen dei ambito de nuestro estudio.) 

La teoria clasica de la perturbacidn podemos dividirla en dos aspectos: perturbacidn 
dependiente del tiempo y perturbacidn independiente del tiempo. La terminologia se ha 
e&cogido con la vista puesta en la teoria de la perturbacion desarrollada para la Mecanica 
cuantiea y en verdad existen muchos pimtos de analog) a emre las tecnieas de perturbacidn 
clasicas y sus contra part id as cuanticas, Hablando de manera general, la teoria clasica de 
la perturbacidn es mueho mas complieada que la version correspond iente a la Mecanica 
cuantica. Trataremos primeramente la perturbacidn dependiente del tiempo que e$ la 
forma mas facil de extender. Aun cuando la teoria de la perturbacidn se puede desarrollar 
para todas las versiones de Mecanica clasica, lo mas facil es utilizar la formulacidn de 
Hamilton-Jacobi. 


11-2 PERTURBACldN DEPENDIENTE DEL TIEMPO 
(VARIACION DE CONSTANTES) 

Sea p, t) la hamiltoniana correspond iente al problema resoluble, no perturbado, 
Imaginemos que se ha obtenido la solucidn mediante la funcion principal de Hamilton 
S(q t a, f), la cual genera una transform a cion candnica en la cual la nueva hamiltoniana, 
K 0 , para el problema no perturbado es identicamente nu!a. Las variables candnicas 
transformadas (a, fi) son entonces todas constantes en el caso no perturbado. 
Cunsideremos ahora cl problema perturbado para el cual escribiremos la hamiltoniana en 
la forma 




lll-l) 


Hemos recalcado anteriormente que la propiedad candnica de una transformacidn de 
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Podemos obtener una solucidn rigurosa de las ecuaciones (I M 3) derivando respecto al 
tiempo la ecuacion (11-13a): 


5 = — aj 2 a — mo> 



== — <ty y. 


|U-15) 


A si pties, en el sistema perturbado a tienc una variadon armonica simple con el tiempo. 
De las ecuaciones (11-13a) y (11-9) se deduce que# = — y por tamo, la solucidn 

para x es t ambit n un movimiento armonico simple. En consecuencia. considerando que 
son ecuaciones de movimiento rigurosas, las ecuaciones (11-13) conducen adecua- 
damente a la solucion corrects conocida. 

Pero consideremos ahora que mm 1 (=k, constants de rigidez) sea un parametro 
pequeno y busquemos soluciones de perturbaddn. La perturbacion de primer orden se 
obtiene sustituyendo en el segundo miembro ay ft por sus valores no perturbados y 
Por razonde sencillez tomaremos.v = 0 inicialmente* con lo que — 0; cl valor inicial de 
p es entonces Las ecuaciones de movimiento de primer orden son entonces 


* 

y 


o> 2 x fl L ii t = *o 


m 


(11-16) 


con soluciones inmediatas 


a, = a 0 - 


<» 2 adt* 


2 ' 


/l, = 




3m 


(11-17) 


Las soluciones para x y p de primer orden son entonces 


v = M 4- P, = -5- 
nt ma> 




(!)l - 


(M -18a) 


P = 01 = *o 


1 


w 2 £- 


Itl-lSb) 


Sustituyendo cn los segundos miembro de las ecuaciones (11-13) a y fi por sus 
expresiones (11-17), las ecuaciones de movimiento de segundo orden quedan en la forma 


•* 

y 


■} 




i.-rr" 




m \ 





(11 III 
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problems de Kepler* de la forma dada en la ecuaeion (11-41), con n 




h ® 


kl 


2 ^ 2 % 

me 


con lo cual la ecuaeion (11-47) se convierte en 


t 6 nk 

0) 


zt Z C 




3 y 

(11 48) 

111 49) 


Para apltcar la ecuaeion (11 -49) a la veJocidad de precesion secular de la precesion de un 
cuerpo que gira alrededor del Sob k se hace igual a GMm y la ecuaeion (3-63), valida para 
la elipse no perturbada, se utiliza en la forma 


I 2 = mM! -* 2 )* 


(It 5ft) 


La ecuaeion (11-49) se puede entonces poner en la forma 


to 



(11-51) 


donde R es el liamado radio gravitatorio del SoL t 


CM 

R - — 

c~ 


= 1,4766 km. 


(11 52) 


* Vease W r M, Smart. Celestial Mechanics (New York, Wiley, 1953) p. 243, donde se atribuye a 
Eddington el reconocimiercto del potencial de perturbacion equivalent. Referenda mas reciente la 
encontramos en la volummosa monografia de Misncr, Thome y Wheeler, Gravitation (San 
Francisco, California: Freeman, 1973). El potential corrective* r- J se puede dedutir de la ecuackm 
umdimensional equivalent para la energia que se da en dla en la p. 668, ecuaeion (25.42), 
descifrando con cuidacb la coleccion de elaborados simbolos y reeordando la casi invisibiHdad de c 
en la may on a de las expresion.es. 

+ El valor numerico se basa en el sistetna 1968 JPL de constantes astronomicas, Vease W. G, 
Melbourne et aL, JPL Technical Report 32-1306, Julio 15, 1968. 


C opy rig h ted m ateri a I 




Yo u h aye e i th e r re a c h e d a p a g e th at i s u n a va i I a b I e fa r vl e vvi n g o r re a c h e d yo u r vi ewj n g li rn i t f o r this 

book. 



Yo u h aye e i th e r re a c h e d a p a g e th at i s u n a va i I a b I e fa r vl e vvi n g o r re a c h e d yo u r vi ewj n g li rn i t f o r this 

book. 



Yo u h aye e i th e r re a c h e d a p a g e th at i s u n a va i I a b I e fa r vl e vvi n g o r re a c h e d yo u r vi ewj n g li rn i t f o r this 

book. 


Teona candnica de ia perturbacidn 


629 


Vamos a ilustrar el procedimiento con un ejemplo breve, Consideremos el problem a, 
tratado en §11-3, del pendulo piano con amplitud de os d lac ion fmita. Segun la ecuaeion 
(11 '33), la hamiltoniana de perturbacion puede escribirse en fundOn de J 0 y iv 0 en la 
forma 


di 


\ 


ji 




sen 4 2 ttw 0 


(11-78) 


(deride /, record£mos!o ? aqtri solo es ta longltud del pendulo). Conveitdra tomar para el 
parametro e La pequefta can ti dad (ec. 11-28), que es el cuadrado de la amplitud de 
oscilacion en el caso no perturbado. Como el valor medio de sen 4 para un periodo es 3/8, 
la forma funcional de a a sera 




-J 


(An 2 m\ 2 8\' 


v - v 0 ra 


8J 32t dmi 2 0\ 


(11-79) 


Para calcuiar v ^ % hasta un primer orden de e, podemos sustituir/ por/ 0 . Adem&s, de las 
ecuaciones (10-76) y (11-28) se deduce que 


^0 = 


2jtE 


oj 0 w 0 


— 2jr 2 m/ 2 0fr o , 


(11 BO) 


Luego la ecuacidn (11-79) se reduce simplemente a 


8J 


Y_o 

I6 1 


y la variaddn relativa de v es 


Av _v — v 0 (}\ 


resultado concordante con la ecu acton (11-39). 

Hay ejemplos en los cuales se anula H i y la perturbacion de primer orden no da un 
resultado util. Asf t en el Hamado oscilador anarmdnjico, el termino de primer orden de la 
hamiltoniana de perturbacidn es de la forma eq*. Pero como sen 3 2irw 0 tiene un valor 
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de la perturbacion y se pueden tolerar sin introducir nuevos metodos, Existen casos en los 
que el cociente C/Q * v 0 ) se hace grande, al menos mayor que el orden e 1 ' 3 y en tal caso se 
habla de resonuncias profundus. Para tratar estas hay que idear metodos especiales, 
particularmente el llamado desarrollo de Bohlin en potencias de c 1 ' 2 en vez de en potencies 
de f. Seguir adelante en esto seria penetrar en el campo extenso y de rapido desarrollo que 
constituyen los fenomenos de resonancia en oscilaciones alineates, cuyo tratamiento 
adecuado cxige una monografia aparte, 

116 TECNICAS DE PERTURBAC 16 N ESPECIALIZADAS PARA 
MECANICA CELESTE Y MECANICA ESPAC1AL 


Ya hemos meneionado que la teoria de la perturbacion y la Mecanica celeste ban 
evolu cion ado juntas desde los tiempos de Newton. Se han desarrollado muchos metodos 
espedalizados para cubrir las necesidades de la Mecanica celeste, El naeimiento y el 
rapido crecimiento de la exploration espacial y del modemo ordenador digital {son cass 
simulrimeos) ha vuelto a la vida un tema que se hallaba casi en bibemacion al crear nuevos 
metodos y maneras de contemplar la teoria de la perturbacion. No pretendemos estudiar 
esta iarga historia, rectente y antigua, en detalle. Lo que pretendemos es describir 
tendencias e introducir al lector a la terminologia a menudo peculiar que se uttliza en la 
Hteratura. 

Frecuentemente se distingue entre teorias de perturbacion gen era le$, que lie van a 
formulas analiticas, y metodos de perturbacion espec fates, que eomportan soluciones 
numericas de las ecuaciones correspondientes a I si stem a perturbado. (Tambien existen 
metodos mixtos, por lo que la distincion solo es aproximada.) Los esquemas de 
perturbacidn tratados anteriormente son todos ejemplos de teorias de perturbacion 
generates. Todos los intentos primitives a metodos de pemirbacion en Mecanica celeste 
pueden clasificarse como «generales» T La primer a tecnica file la de la « variation de 
eonstantes» que se desarrollo, a la pata coja y con puntos de partida falsos, en el 
siglo XVIIL Finalmente, Lagrange consiguio dar al metodo ima base firms en 1782 
{desde luego, no en la version canonica que hemos descrito anteriormente). 

La construct ion de metodos de perturbacion en Mecanica celeste se vio muy influida 
por la naturaleza especia l de los problem as que habia que tratar. Hasta hace poco, todas 
las fuerzas que se conskteraba eran gravitatorias, la mayor parte de las veces entre puntos 
materiales. El problems lunar, es decir, el movimiento de la Luna alrededor de la Tierra, 
pafecia Siempre grande porque las pcrturbationcs solares son considerabtemente mayores 
que casi toda otra situaeidn astronomies, A lo largo de los siglos, a partirde Newton, se 
repitieron los ataques al «problema principal» de la teoria lunar, En eU laTierray la Luna 
se tratan como puntos materiales cuyo Centro de masa se mueve en torno al Sol siguiendo 
una elipse de Kepler fija. Inclusa con este modelo simplificado, podemos vislumbrar una 
cierta idea acerca de la complejidad de la situation al considerar la forma de la 
hamiltoniana de perturbacion. Todo lo que entra en AH son las componentes de las 
distances entre los tres cuerpos, Ahora bien, estas distances son funciones complicadas 
de los radios veetores y de los angulos que forman entre si, especialmente cuando el 
movimiento no esta confinado en un piano, Usualmente, los terminos de AH se expresan 
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Cuando se deja variar a con el tiempa J ^ siguerc siendo, desde iuego, variables 

canonicas validas, pero la funcion generatriz sera ahora funcion explicita del tiempo a 
traves de la dependences temporal de a - Luego, la hamiltoniana apropiada para el sistema 
{ J ) sera 


cW* 

/C(njy,, n) — H{J-\ — 

, r t dW* 

= + « — - 

ca 


(11 110 ) 


Ahora, ya no es constante y w fl no variant linealmente con el tiempo. De hecho, el 
segundo termino de la hamiltoniana es una hamiltoniana de perturbacion y al igual que 
en el metodo de la variation de constantes, la dependencia temporal de J it viene regida por 
la ecuacion de movimienlo 



f., -,.L(?n 

PWo\ da J 


( 11 - 111 ) 


donde, desde luego, la derivada entre parentesis se express al igual que K, en funcion de/ 0J 
w 0 ya * En e! espfritu de una teoria de perturbacion de primer orden, buscamos un tdrmino 
secular, el valor medio dej 0 a lo largo del periododel movimiento no perturbadop^ra ia a 
apropiada . Como a varia lentamente, podetnos considerarla constante durante este 
interval© de tiempo y podremos escribir el valor medio en la forma 


j 0 = 


If. ^ 

- tf,-— 

t J < w 0 


IdW* 


Sa 


h 

• 3 i 


T * 

E 

dw 0 1 

i Sa ) 


dt + 0(h\n). (n-112) 


De la ecuacion (10-13 ) debemos re cord ar que W esta dada por la integral indefinida 



Por tanto. enun periodode k> 0 la funcion generatriz IKaumentaraen J e . Al propio tiempo, 
J 0 w 0 tambiin aumenta en 4 . ya que w 0 aumenta en la unidad Por tanto, segun la 
ecuacion (11-109), IV* cs funcion periodica de w 0 y tanto ella como six derivada respect© 
de a podran expresarse mediante una serie de Fourier 

dW* 

- —s= ^ j4 j£ {J ot fl)e 2ff, * w *\ (ll 113) 

ca t 
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a 



mr equilibria 


(nnTH'TOXKP? 


I I 


I I 


Se parade 

'inrinmyim- *> . 

1 equihbno 


Vi 


If 


V 


F10URA 12-1 

Si stem a discrete de puntos materia lea iguales unidos per resortes, como aproximacion a una variHa 
elastica continua. 


donde f es ei alargamiento por unsdad de longitud e Y es el modulo de Young, Ahora bien t 
el alargamiento de una longitud a de un sistema discrete, por unidad de longitud, sera 
£ = (Vi — fy)/* 3 - La fuerza necesaria para estirar el resorte esta cantidad es 


F “ %* + 1 “ *h) = 


Vi - ^ 


a 


por lo que ka debe corresponder al modulo de Young de la varilla continua. A! pasar del 
caso discrete al continue, el indiee entero i que identifies al punto material particular se 
convierte en !a coordenada de posicion continua x ; en vez de la variable t\, tenemos nM- 
Ademas, la cantidad 


Vi Jh nix + a) - tjjx) 
a a 


qua figura en L t tiende evidentemente al limite 

dtj 


cuando a, qua desempena al papel de dx , tiende a cero. Por ultimo, la suma extendida a un 
ntimero discrete de pardculas se convierte en una integral extendida a x, la longitud de La 
varilla, y la lagrangiana (12-4) queda en la forma 



(12-6) 
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lagrangiana apropiada para un campo acustico, la cual podemos escribir en la forma 


^ = + 2W n ~yP 0 iV n ) 2 ). 


( 12 - 24 ) 


Aqui, es la densidad masica de equilibrio y la preside de equilibria^ del gas. El primer 
t£rminodei^esta claro que es una densidad de energiacinetica, micntras que losterminos 
restantes representan el cambio que sufre la euergia potenciai del gas por unidad de 
volumen a eonsecuencia del trabajo efeetuado sobre el gas o por el en el curso de las 
contracciones y expansions que son la marca de las vibrations aciisticas, En la energia 
potencial nos aparece la constante y, cociente entre los calores molares a presion y a volu¬ 
men constanies, la cual entra enjuego porque las compresiones y enrarecimientos del gas 
por las ondas sonoras tienen lugar adiabatic amente y no a temperatura constante. Con la 
notation cuadridimensioiiai, la densidad de lagrangiana queda en la forma 




(12 25 ) 


El termmo central deices evidence que no contribuye a la ecuacion de movimiento porque 
su derivada partial respecto a % es rmla o constante. Por tanto, las eeuaciones de movi¬ 
miento fee. 12-23) toman la forma 


0(3 Aj i 1*2^3. 


(12 26 ) 


Volviendo a la notacibn vectorial, las eeuaciones (12-26) se condensan en La ecuacion 
vectorial unica 



“ yP 0 W ■ q — 0. 


( 12 ~ 27 > 


Podemos decir dos cosas acerca de la ecuacidn de movimiento (ec. 12*26 612-27) y de 
la densidad de lagrangiana de la cual se ha deducido. Una es que la ecuacion {12-27} se 
puede pointer en forma mas reconocible utilizando el hecho de que en el caso de vibra- 
clones de pequena amplitud la variation relativa de la densidad del gas a esta relacionada 
con t\ mediante la ecuacion 
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ecuaciones alineales, Dichas soiuciones son perturbaciones en onda progresiva que 
pueden interactuar entre si —atravesandose unas a otras™ y que emergen sin variar su 
forma salvo, quiz a, una rotacion de fase. Tales soiuciones se encuemran lambic n, por 
ejemplo, en el caso de la ecuacion almeal de Korteweg-deVries, 



dt 


Dtp d 3 tp 

+ 3£0 + r VT 

ox ox 



(\2 115 ) 


donde ay v son const antes, Estas ondas solitarias que conservan su forma iuciuso a traves 
de interacciones se han denominado «solitones» y estan encontrando un campo de 
aplicacion cada vez mayor en toda la Fisica, desde la de particulas elementales a la Fisica 
del estado so lido. Por ejemplo, la ecuacion del pendulo de seno-Gordon se ha utilizado 
para describir familias de particulas elementales y tambien aparece en reiacion con la 
teoria de la union de Josephson, 

CL Campo cldsico de una panfeuia de Dirac. Aqui, el campo consiste en cuatro 
cantidades escalares complejas que aparecen en dos ordenadones, ^ y i|rt - Para nuestros 
fines, podemos considerar que t|/ es una matriz column a de cuatro elementos y que ^ f es 
la matriz adjunta, Densidad de lagrangiana adecuada es 


pU + w+V 


<12 tItS) 


Aqui m es una constant igual a la masa de la particula que se represents (en clertas 
unidades) y y^ es un conjunto de cuatro matrices de Dirac 4X4 que son generalizaciones 
de las matrices 2 X 2 de Pauli o f , utilizadas en el capttulo 4 (efr, ec. 4-74).*EI campo 
tendra* pues } ocho componentes, cuatro para 4# y cuatro para , Si ip k representa tin 
elemento de tf#t, la ^de la ecuacion (12-116) podria escribirse en forma desarrollada asi: 


& = i *l'UV n Kl'l' J..„ + W'A.V.- 

Aqui. es el elemento v\ de y^* Sin embargo, es mucho mas con v entente e igualmente 

concreto conservar stempre la notacion matricial para 4* y *J> t * 


* Representadas en forma de matrices 2X2, las matrices de Dirac se pueden delink en b forma 



0 <T ,1 

* r 0 




Las representaciones explicitas no son neces arias para ilustrar coma ejemplo de campo 

dasico. 
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identicaraenie. Luego, para la condicidn de Lorentz , la densidad de lagrangiana es 
equivalente a 



A 



8jt 



(12-131) 


Para esta densidad de lagrangiana, los terminos que entran en tas ecu ad ones de Euler- 
Lagrange son 






•-v> 

4n 




Luego, la ecuacion {12-131} implica las ecuaciones de campo 





que son las eonoeidas ecuaciones de onda para el cuadripotencial vector(ec, 7-81) cuando 
se uttliza la condicidn de Lorentz. 

Por ultimo* ya hemos hecho notar que la Zf para un campo electromagnetico 
(ec. 12-131) consta de una densidad de lagrangiana para campo iibre mas un termino que 
describe la mteraccion de una densidad de carga y de una densidad de cornerste continues 
con el campo. Results tentador ver hasta donde podemos llegar en el intento de introducir 
interacciones campo-particula, localizando la carga en un punto. Harem os esto 
con si derand o la situ a cion fisica en un de terrain a do si sterna de Lorentz* es dedr, vista por 
un observador particular, Con ello se abandona lacovarianza manifiesta, peroel resultado 
sigue conforme con la Relatividad restringida ya que se deriva de una teoria ciaramente 
relativista. La densidad de coriiente constituye una medida del movimiento de las cargas 
y en un sistema dado cualquiera, j esta definida en fun cion de la densidad de carga p 
mediante fa relacidn 


j(?tO = pi tjm***)- 

Aqui, v es el « campo » de velocidades de la distribucion continua de cargas, La 
localizacibn podemos realizaria con ayuda de la conocida fund on S de Dirac. En forma 
tridimensional, la funcion S tiene la propiedad de que si es/{r) una funcion cualquiera del 
espado, se cumple que 


dVf(T)6(i - s(f)) = /(*)> 
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